UNIDAD 1. DERIVADAS DE FUNCIONES TRASCENDENTES

Propositos: Reforzar y extender el conocimiento de la derivada a través del
estudio de la variacion de las funciones trigonométricas, logaritmicas y
exponenciales para cubrir situaciones que se modelan con funciones
trascendentes. Retomar las relaciones entre las graficas de una funcién y su
derivada.

Seccion 1. Derivadas de funciones trigonométricas

Los aprendizajes que debes obtener al terminar de estudiar esta seccién son:

e Analizar las graficas de las funciones seno y coseno y a partir de ellas,
bosquejar la grafica de su respectiva derivada.

¢ |dentificar en cada caso la derivada respectiva de las funciones seno y coseno.

e Reconocer que las derivadas de las funciones trigonométricas también
involucran variacién periédica.

e Utilizar las derivadas de las funciones seno y coseno, y reglas de derivacion
para obtener las derivadas de las funciones tangente, cotangente, secante y
cosecante.

e Utilizar la regla de la cadena para derivar funciones trigonomeétricas cuyo
argumento es funcion de x.

Derivada de la funcién seno.
A continuacion te mostramos las graficas de las funciones sen(x) y cos(x).

Dibuja la derivada de cada una de ellas y graficamente comprueba que:
a) Si f(x) = senx, entonces f(x) = cosx b) Si f(x) = cosx, entonces f(x) = -senx
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También para obtener la derivada de la funcién f(x) = sen x, se puede utilizar la
definicion de derivada, como sigue:

f'(x)= lim
() h—0

f(x +h)—f(x)

Para hacerlo, ademas de usar la identidad trigonométrica:



sen(x+y) = senx cosy + seny cosx

se necesita que recuerdes los siguientes limites, para lo cual te solicitamos
completes las tablas correspondientes y, con ello, compruebes los resultados
indicados:

X lim senx lim 1-cosx limsenx limcos x

Xx—0 X x—0 X x—0 x—0
0.1

0.01
0.001
0.0001
0.00001
0.000001
0.0000001
v v v ¥ ¥
0 1 0 0 1

Teniendo lo anterior, a continuacion encontraremos la derivada de la funcién
sen(x). Sigue cada uno de los pasos:
. . sen(x+h)-senx . senxcosh+senhcosx—senx
f'(x)=Ilim =lim
h—0 h h—0 h

factorizando — senx, del primero y tercer términos obtenemos:
—senx(—cosh+1)+senhcos x

f'(x)= Lm .
luego,
£1(x) = lim—Senx(1=cosh)  ;  senhcosx
h—0 h h—0
' . _1-cosh . _senh
f'(x) = —senxlim———+cos xlim—— = cos x
h—0 h h—-0 h
Resumiendo:
d(senx)
————— =C0sX
dx

De lo anterior y por la regla de la cadena, podemos concluir que si u es una
funcién diferenciable’, entonces:

dsenu du
=CcosSuU—

dx dx

' Una funcién es diferenciable en un intervalo dado abierto si f(x) existe para toda x en
ese intervalo.




Ahora estamos en condiciones de derivar funciones que contengan a la funcion
seno.

Ejemplo 1. Encuentra la derivada de g(x) = —5sen (—2x).
d(-5sen(-2x)) dsen(-2x) d(—2x)
dx

Solucion. =-5 =-5c0s(-2x)

=10cos(-2x).
dx dx

Ejemplo 2. Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la curva f(x) = sen 2x,
cuando x =—.
2

Solucion. Para determinar la ecuacion de la recta tangente, necesitamos su
pendiente y el punto de tangencia. Su pendiente la encontraremos al calcular:

f'(g), lo cual haremos a continuacion:
f'(x)= ds%(Zx) = cos(2x)¥ = 2c0s(2x)=2c0s2x
X X

Habiendo encontrado la formula? (f(x) =2cos2x) podemos determinar la pendiente
de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = sen2x en cada punto de su
grafica, pasamos a encontrar en particular la pendiente de la recta tangente en el

punto <§,f(g»

f'(g) = 2c0s (2%) = 2cosn =2(—1) = —2

La ordenada, f(g), del punto de tangencia es igual a:

T T
f(=)=sen(2=)=senn=0.
(2) ( 2) T

Asi pues, la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = sen 2x,
en el punto (%,0) es:y-0=-2(x— g), o bien
2x+y—-n=0.

Ejemplo 3. Encuentra la derivada de la funcion h(x) = \/senx

Solucion. Recordando que: @ __1 au
dx  24u dx
_dvsenx 1 ~dsenx  cosx

dx _2\/senx dx _2\/senx'

, obtenemos:

h'(x)

2 Cuando no se presta a confusion se acostumbra escribir cos2x en lugar de cos(2x).



Ejemplo 4. Encuentra la derivada de f(x) = gsen(6x2)
Zisen(6x2) = Zcos(6x2)i6x2 =
X 3 dx

Solucién. f'(x):di(gsenwxz))
X

f'(x) = gcos(6x2 )(12x) = 28x cos(6x?).

Ejemplo 5. Encuentra la derivada de s(t) = sen’t
Solucién. s'(t)= isen3 t= 33en2t%sent = 3sen’tcost.

Ejemplo 6. Calcula la derivada de m(t) = sen t°

Solucién. m'(t):isent3 :cost3at3 =3t*cost’.

Ejemplo 7. Calcula la derivada de: k(x) = x* sen(4x°)
Solucién. k'(x) = 4y sen(4x®) = x? d£sen(4x3)+ sen(4x3)dix2 =
X X

X
k'(x) = x* cos(4x°)(12x*) + 2x sen(4x>) = 12x* cos(4x>) + 2x sen(4x°)
Resuelve los siguientes ejercicios. Al terminarlos, comprueba tus resultados al

final de la guia.

Ejercicios 1
Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:
1. v(x) = senx 2. y=v2-4sen3x* 3. t(x):—7sen1
X X
4. h(t) = 12’[ 5. s(w) = (2w —1)® Vsenw 6. f(x) = sen®x*
sen

Derivada de la funcion coseno.
Para encontrar la derivada de la funcion f(x) = cosx, hacemos uso de la siguiente

identidad trigonométrica:
sen®x + cos?x = 1

Derivandola de manera implicita obtenemos:
dsen®x dcos®x _ df

dx dx _&
23enxdsenx +ZCosde:SX =0
X

dx



dcosx

dx
dcosx

dx

2Senxcosx +2cosx

0

2cos X =-28enXxcosXx

d(cosx)
dx

=-8enx

De lo anterior y usando la regla de la cadena podemos concluir que:

dcosu dcosudu du
= — =-senu—
dx du dx dx

Ejemplo 8. Encuentra g’(x), si g(x)=senxcosx
Solucién. Como es un producto de funciones, entonces:

g'(x) = (senx) d(cosx) N d(senx)

(cosx)

= (senx)(—senx)+ (cosx)(cosx)
g'(x) = —sen® x + cos® x

Ejemplo 9. Calcula % siy =mcosax?, en donde a yme [J
X
Solucion.
2
dy _ imcosax2 = -—msenax? dax” _ (-msenax®)(2ax) = —2amxsenax-.
dx dx
. . ) —5x?
Ejemplo 10. Calcula la derivada de: f(x) =
cos 3x
Solucion. f'(x)=i 5x _ (cos3x)(—=10x)—( 5x2 )(—sen3x)(3) _
dx cos3x (cos3x)

_ —10xcos3x —15x?*sen3x
cos’ 3x '

£'(x)

Ejemplo 11. Encuentra la pendiente de la recta normal a la grafica de la funcion
f(x) = x cosx, en el punto P(%%)

Solucion. Para resolver este ejemplo debes recordar que la recta normal y la
tangente tienen la propiedad de que el producto de sus pendientes es —1. Hecho
lo anterior, pasamos a determinar la formula de las pendientes de las rectas
tangentes a la grafica de f(x), es decir su derivada:



\ d d d
f'(x)= d—xcosx = xd—cosx+cosxd—x = —XSenX + COS X
X X X

Ahora, determinaremos la pendiente de la recta tangente en el punto P( ),0lo

T
'6

wla

que es lo mismo f'(g):

(%)= ~Zsen(Z) + cos(Z) = - X sen60° +cos60°=
3 3 3 3 3

T 3 1 3-n3
PE)=-232 4=
3 32 2 6

Una vez encontrada la pendiente de la recta tangente, determinaremos la
pendiente de la recta normal (my) a partir del hecho de que su producto con la
recta tangente es —1:

Tt

FgImy =-1

ot 6

N f'(E) 3—7‘5\/5 3—7‘5\/5.
3 6

Ejemplo 12. Encuentra las dimensiones del rectangulo de mayor area inscrito en
un circulo de radio 1.

N Y

X

Solucion. Como se nos pide el rectangulo inscrito de mayor area, debemos
encontrar una formula del area de ese rectangulo y aplicarle tus conocimientos de
calculo diferencial para determinar sus lados.

Sean x, y los lados del rectangulo inscrito en el circulo y o el angulo comprendido
entre una de sus diagonales y el lado x, como se muestra en la figura.

El area del rectangulo es A =xy. Asi escrita la funcion A depende de dos variables,
por lo que debemos encontrar una relacion entre ellas que nos permita rescribir a
la funcién A en términos de solo una variable.

Del triangulo formado por los dos lados del triangulo y la diagonal, tenemos que

senoc:X, cosazé,en donde O<a<X,
2 2 2



Por lo tanto
y=2sena, x=2cosa,
Asi pues,
A = xy = (2sena)(2cosa) = 4 sena cosa.

Con lo anterior hemos logrado que la funcién A dependa de una variable
A(a) =4 sena. cosa

Al derivarla obtenemos:
A’(a) = 4(sena(—sena)+ cosa(cosa))

A(a) = 4(cos2 o —sen? o)

Determinemos los numeros criticos igualando a cero la derivada y resolviendo la
ecuacion resultante:

A() =0 = 4(cos2 o —sen? a)=0,
de donde

COS2 o= sen2 a.

Como a es un angulo agudo, entonces sena y cosa son positivos, por lo que
sena = cosa,

T
lo cual ocurre cuando o = Z'

T , . . P
Cuando a:Z A’(a) es igual a cero, para saber si con este valor, el area es
maxima o minima, calculemos la segunda derivada: y determinemos el signo de
n Tc
A"(=).
4
A”’(a) = 4(—2cosasena —2sena.cosa)
A" (a)=-16cosasena

2
A"(E):—16cos£sen£:—16£ --8<0
4 4 4 2

. , . , . 7T
Por lo anterior, el area tiene un maximo cuando o :Z. Los valores de los lados

del rectangulo inscrito en un circulo de radio 1 son:

V2 n_ 42

X:COSEZ—, y=sen—=—,
42 4 2

es decir, se trata de un cuadrado de area:

g



Ejercicios 2

Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:

1.

4.
7.

y = Cos4x 2. hity=—ent 3. j(x) = —
3+ 2cost COS X
2
k(w)=3/-4cos2w 5. m(x)=1+s$ 6. p(t)z_%cost,/sent
cos® x

La seccién transversal de un canal de agua tiene forma de triangulo isdsceles.
Si los lados iguales miden 20 cm. Encuentra la medida del angulo comprendido
entre los lados iguales, que de la maxima capacidad de agua que puede
contener la canal.

O

Derivada de otras funciones trigonométricas
La derivada de las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante, las
puedes obtener a partir de expresarlas en términos de seno o coseno, recuerda

que:

tanx = cotx = secx =

CSCX =
COS X senx COS X senx

Ejemplo 13. Encuentra

dtanx
dx

Solucién.

dtanx d (senx) cosx(cosx)—senx(-senx) cos®X+sen’x
dx  dx|cosx (cos x)? cos® x

Usando la identidad sen? x +cos? x =1 y que secx = 1/ cosx, obtenemos
dtanx 1 )
=———=8€ec" X
dx COS” X
En resumen:
dtanx 2
=sec” X
dx

De lo anterior y por la regla de la cadena, concluimos que si u es una funcion
diferenciable, entonces:




dtanu 5
=sec’u—
dx dx

Ejemplo 14. Calcula la derivada de la funcion y = tanv1- x3
Solucién.

d

. Demuestra que: &(cotx): —Csc“ X
d

. Demuestra que: d—X(secx) = sec xtanx

d
. Demuestra que: &(cscx) = —cscxcotx

_ 2
d—y:itan\M—x3 :sec2\/1—x31\/1—x3 =sec? 1—x3l:

dx dx dx 21— x3

dy -3x’sec’v1-x°
dx 2J1-%°

Ejercicios 3
2

. Si u es una funcién diferenciable, usando la regla de la cadena y los resultados

de los tres ejercicios anteriores, encuentra las formulas para:

d d d
a) —(cotu b) —(secu c) —(cscu
)dx( ) )dx( ) )dx( )
. Calcula la derivada de cada una de las funciones siguientes:
a) f(x) = v/secx b) g(x) = cos (5x* + 2)°
c) h(x) = cos x* — cos®x d) m(t) = tan 4t

. Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la curva de la grafica de la funcion

y = —3tanx cuando x :% .

Seccion 2. Derivadas de funciones exponenciales y logaritmicas.
Los aprendizajes que debes obtener al terminar de estudiar esta seccion son:

Analizar las graficas de las funciones logaritmica y exponencial y a partir de
ellas bosqueja las graficas de sus derivadas.

Identificar en cada caso la derivada respectiva de las funciones logaritmica y
exponencial.

Utilizar la regla de la cadena para derivar funciones logaritmica y
exponencial cuyo argumento es funcién de x.

Aplicar las derivadas de funciones logaritmica y exponencial a problemas
diversos.

Definicion. Una funcién exponencial es una funcién que tiene la forma:

f(x) = b*,

en donde la base b es una constante positiva, x € R y f(x) es positiva.




A continuacion trabajaremos con ejemplos de funciones exponenciales.
A continuacién te presentamos las graficas de las funciones: f(x) = 2%, f(x) = 3%,
f(x) = 4% y f(x)=5"

...........................................

--------------------------------------------

———————————————————————————————————————————

...........................................

____________________________________________

————————————————————————————————————————————

¢Cual es la grafica de cada funcién? Para contestar la pregunta debemos de
considerar el comportamiento que tiene cada una de las funciones con respecto
de las otras. Es claro que todas la funciones exponenciales deben pasar por el
punto (0,1), ¢ por qué?

¢ Cual es la funcién que crece mas rapidamente? La funcion f(x) = 5%, debido a que
conforme x va aumentando sus valores van siendo mayores que los de las otras
tres funciones. Asi pues, la grafica de la funciéon que para valores mayores que
cero esta por encima del resto es la de f(x) = 5*. La grafica que estd mas abajo es
la de f(x) = 4%, luego f(x) = 3* y finalmente la de f(x) = 2*. Observa que no ocurre lo
mismo cuando x es negativa, a la izquierda del cero, la situacion es diferente. Lo
anterior ocurre porque, por ejemplo, cuando x = -2, las funciones: f(x) = 2%,

f(x) = 3%, f(x) = 4y f(x) = 5%, tomaran los siguientes valores:

1 1 1 1 - 1
f(-2)=2%=—=—=0.25, f(-2)=3%=—=—=0.1% f(-2)=4%=—=0.0625,
-2) 2> 4 =2) 3¢ 9 =2) 16
f(-2)=57 :é :% =0.04, respectivamente. Para valores menores que cero,

conforme x va disminuyendo, las funciones exponenciales cuya base es de un
valor mayor, disminuyen mas rapidamente con respecto a las que tienen una base
menor.

% Debe recordarse que asi como O.ésignifica 0.3333333... (infinidad de numeros tres),
0.1 se debe entender como 0.11111111... (infinidad de nimeros unos)
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Te aconsejamos que recuerdes las siguientes leyes de los exponentes:

m 1
ma'a’=a"m" m(a") =a™ m a"=—,a=0
a
a" 2 n
m—=a",a=%0 -amzm\/a”z(T/a) ma’=1,a=0.
a

La funciény = e*.

Bien lo dicen Kasner y Newman *“Un universo donde faltaran 7y e (...) no seria
inconcebible. Dificilmente uno podria imaginarse que el Sol dejaria de salir o que
las mareas cesaran por la falta de 7 y e. Pero sin estos artificios matematicos, lo
que sabemos del Sol y las mareas, e incluso nuestra capacidad para describir
todos los fendmenos naturales, fisicos, biolégicos, quimicos o estadisticos,
quedarian reducidos a dimensiones primitivas.”

4“

De las funciones exponenciales la mas importante, sin duda, se da cuando b = e.
El numero e se ha encontrado como una constante que aparece en la naturaleza
en diversos problemas de crecimiento exponencial. A dicho numero se le asigno la
letra e en honor al matematico Leonardo Euler, quien calculé el numero con 23
decimales correctos (en una época en la que, obviamente, no existian las
calculadoras) obteniendo el siguiente resultado:

e =2.71828182845904523536028...

El nimero e se encuentra cuando se determina el siguiente limite:

e=Ilim (1 + 1)
n—w n

Con el fin de que encuentres una aproximacién del numero e, realiza la siguiente
tabulacion.
1 n
n 1+—
n

10
10?
10°
10*
10°
10°
107
10°
10°

4 Kasner y Newman, Matematicas e Imaginaciéon. Ed. CECSA, México 1972.
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La funcion logaritmo como inversa de la exponencial.

Ahora trazaremos una grafica simétrica a la funcion f(x) = e* con respecto a la
recta y = x. Para hacerlo utilizaremos las graficas de f(x) = x, y de f(x) = €, asi
como la tabulacién de esta ultima:

X -3 (-2 |-1 |0 |1 |2 3
f(x) = e*| 1 1 111 |e |2 |gd
e |e? |

El punto simétrico al punto (0,1) es el punto (1,0); el de (1,e) es (e,1); el de (-1,1/e)
es (1/e,-1); el de (-2,1/e?) es (1/€%-2); y el de (-3,1/€®) es (1/e3-3). ;Cual es el
punto simétrico de (3,e%)?

..........................................

.........................................

Basandonos en los puntos que hemos encontrado hemos trazado la grafica. La
funcién correspondiente a la grafica encontrada es f(x) = In(x).

De la grafica de In(x) podemos determinar lo siguiente:
1) In(1)=0.

2) El dominio de In(x) es R ysurango R.
3) In(e? =1.
4) e"V=1

En la grafica que se presenta a continuacion hemos colocado inicialmente el valor
de e, luego se ha encontrado el valor de In(e"), utilizando la grafica de logaritmo
natural. También, utilizando la grafica de y = x, hemos encontrado ese mismo valor
sobre el eje Y. De la grafica de e hemos proyectado el valor de u, porque dicho
valor tomado a partir del eje X sobre la grafica de e* nos proporciona e" sobre el
eje Y. La propiedad mostrada en la grafica se puede sintetizar como sigue:
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5) Ine'=u

In(e"), u

Otra propiedad, que te dejamos como ejercicio de tarea para mostrarla
graficamente, es:
6) e™=u.

Cuando trabajamos con una funcién f, denotamos por f(2) al valor que la funcién le
asigna al numero 2. Si alguna persona escribe en lugar de f(2) f2, consideramos
incorrecta dicha escritura. Por lo anterior es importante aclarar en el caso de las
funciones logaritmicas, al igual que en las trigonométricas, es valido escribir In(2) o
bien In2. Nosotros a lo largo del texto las utilizaremos indistintamente. También es
necesario recordar que (Inx)° se puede escribir como InPx, pero no como Inx”.

Es importante recordar que otra forma, muy practica y que fue lo que motivo su
uso, es que si

2° =8,
entonces podemos afirmar que
log.8 = 3.
En general, si
b" = x,
entonces
logpx = n,

en donde b >0 y b= 1. Claro que cuando b = e, loge X = Inx.

Con base en lo anterior no es dificil comprender las siguientes propiedades de los
logaritmos:
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e log,(xy)=log, x +log, y
X
e log, (;] =log, x—log, y

e log, x" =nlog, x

Ejercicios 4
1. Dibuja las gréaficas de e* y de Inx y en ellas muestra que e™ = u.
Con base en el comportamiento de sus graficas contesta las siguientes preguntas:
2. ¢Lafuncidn Inx es creciente o decreciente?
3. ¢Qué concavidad tiene la funcion Inx?
4. ;Inx tiene puntos de inflexion?

La derivada de las funciones exponenciales y = e*,y = e"
Para determinar la derivada de las funciones exponenciales iniciamos encontrando
la de la funcion f(x) = €, procederemos utilizando la definicion de derivada:
. . f(x+h)=f(x) . e —¢*
f(x):llm( )1 )=I|m
h—0 h h—0 h

ien, *h _ e = eX(e" - 1), y e no varia conforme h tiende a cero,
Ahora bien, como e*
podemos escribir

. . e e . e" -1
f'(x)=lim——=¢€"lim
h—0 h h—»0 |

h

. : . e o ,
Sdlo nos falta determinar el Ihlm0 , para lo cual hacemos lo siguiente: Primero
—>

al resultado de e" —1 le llamamos k, esto es: e" -1 = k, de donde e" = 1 + k. De lo
anterior In(e") = In(1 + k), por lo que considerando las propiedades de los
logaritmos obtenemos que h = In(1 + k). Ademas, sih — 0, k = e" —1— 0 (¢por
qué). Considerando lo anterior y una propiedad de los logaritmos (n Inx = Inx"),

substituimos en nuestro limite para obtener:
h

. e'— ) k ) 1 .
Llrrg h =L|rr(1)| 14K :'k'”31—:'k'”3 1
n(+k) InAk) i1k

Asignémosle el valor 1/k a n, esto es n = 1/k, por lo que k = 1/n. Observemos que

n—oo

cuando k -» 0, n = 1/k — oo, recordemos que e = lim [1+1J y utilicemos las
n

propiedades de los limites para obtener lo siguiente:
. 1 1 1 1
||m 1 = = = :1
k—0 1 1 . 1 0 Ine
In(1+ k)X Iim{ln(1+k)k} lim {In(1+n) }
k—0 n—w

14




Este resultado nos permite concluir que

X+h _ X eh _1
f'(x)=lim——=¢e*lim e,
h—0 h h-0 |
es decir
iex — eX
dx

Este resultado es inesperado. Significa que la pendiente de la recta tangente a la
curva de la funcion f(x) = €* en el punto (xo,f(Xo)) es m =¢e™. jSu primera derivada,
segunda,...,n-ésima sigue siendo la misma funcion!

Ejemplo 15. Determina de la funcion f(x) = *

a) Su concavidad.

b) Sus maximos y minimos.

c) Sus puntos de inflexion.

d) Si es creciente o decreciente.

Solucién.

a) Como f’(x) = €* siempre es mayor que cero, es concava hacia arriba.

b) Como f(x) > 0, para toda x, y f(x) esta definida para toda x real, f(x) no tiene
numeros criticos, en consecuencia no tiene valores extremos, es decir, no tiene
maximos ni minimos.

c) Lo mismo pasa para f’(x), como f’(x) =0 para todo x, f(x) = €* no tiene puntos
de inflexién.

d) Finalmente, como f(x) = €* es mayor que cero para toda x, fes estrictamente
creciente.

Ahora, utilizando la regla de la cadena encontraremos la derivada de e":

_de'du_ . du
du dx dx

d .
&(e)

A continuacion aplicaremos estas formulas en varios ejemplos. [J

Ejemplo 16. Encuentra la derivada de cada una de las siguientes funciones:

a) f(X) = 4eX b) f(X) - e5X C) f(X) _ e'2X
@) f(x) 26" e) f(x) = 3¢ ) 1) JBe5 52
) f(x)= e h) f(x) = elii i) f(x)=e" "

Solucién. Para resolver las derivadas es necesario que recuerdes las siguientes
formulas de derivacion:

d d _
e —ax"=za—x"=anx"".
dx dx
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du

d Ju dx
[ ] —AJuU =—.
dx 2Ju
Jdu_dv
o du_“dx dx _
dx v v2
d d d
e —UuUV=U—V+V—LU.
dx dx dx
a) i4eX = 4ie" =4e*.
dx dx
b) iesx = e5X15x = e>5=>5e"".
dx dx
i X _ 72’(1 — —_ a2X(_ 9\ _ _9a—2X
c)—e T =e (—2x)=e(-2)=-2e".
dx dx

1

! ! 1 1 x
6) S oer 29 er _per & H:zexdiw ~2ex(-1x?)= -2
X

2

dx dx dx ”
d 3¢ d o _ el % 1 3"
e) —3e =3—e \/— 3e B
) dx dx \/; 2\/_
" d_(i(xge_rsz_5X+2 B \/gd_(ie_sxz_sw - \/ge—3x2_5x+2%(_3)(2 —5x+2)=
— \/Be ¥ -5%(_x —5) = (6x + 5)\/Be K 52
d
—(2x+4 _
g) iem:emi 2X+4 = e2><+4 dX( ) m 2 _ e«/ﬁ |
> o 2\/ZXT 2J2x+4  N2x+4

dx dx\1-x
_e”x (1-=x)(1) - (1+X)(—1):e%§ (1-x)-(=1-x)
(1-x)? (1-x)?

Plox+tex P2 2™

1-x

=€ = .
(1- x) (1-x)? (1—x)2
i) 4 rvm _ ”V LB - F( G Bx—1++3x— 1dixj

d d

+X +X +X 1- — -1 —(1-

h) d i _ otx d(”xj: e (I 0) g (T ) =) ()
(1-x)°

dx X

7( -1) 2
_x23x1 2 dX L x23xA 3x _
=€ +\/3X 2X =€ ——+2X3X -1 =

2/3x - k {2\/3x -1 ]

16




o m[ 3x2 2x\/3x 12\/3x 1} o (3x +4X(3% — 1)j

2/3x — 2/3x — 2\3x -1
_ e[ 3 +12¢ —4x) _(15x° —4x)eX”m .
2~/3X — 24/3x -1
Ejercicios 5

Encuentra la derivada de cada una de las siguientes funciones:
1. f(x) = 3¢ 2. f(x) = ™, 3. f(x) =e>

7ﬁ _ \/ﬁ 4>< -3x+5
4. f(x)=26 * 5. f(x)=3e 6. f(x)=
7. f(x)=e’* 8. f(x)= i 9. f(x)=e V"

Las derivadas dey =Inx,y =Inu, y = logpu,
Determinemos la derivada de f(x) = e

d Inx Inx d
—e" =" —Inx
dx dx

Ahora, como x =e"*, tenemos que
d d Inx Inx d

—Xx=—e" =e"" —Inx
dx dx dx
Inx d d
1=e™ —Inx=x—Inx
dx dx
Por lo tanto
d
—Inx=—|
dx X

Si utilizamos la regla de la cadena podemos encontrar la derivada de Inu como
sigue:

d d d 1d
—Ilnu=—INu—u=——u
dx du dx u dx

Ejemplo 17. Determina las derivadas de las siguientes funciones.

a) f(x) = Inx? b) f(x) = In’x® c) f(x) = In(4x* — 3x + 5)
d) f(x)=x*Inx e) f(x)=3e*Inx f) f(x )_3'”4X
3\ 1'|'X2 ) >
9) f(x)=(Inx’) h) f(x)=In 12 i) f(x)=Inv3x%-5x+4
Soluciones.
a) iInx2 :izix2 :izzxzz_)z(:g,
dx X dx X X X

17



o bien utilizando propiedades de la funcién logaritmo;

iInx2:12lnx:2£lnx:21:3.
dx dx dx X X
b) 9 e = 2% Linxe = 2Inx3iaix3 =(2|nx3)13(3x2)=.
dx dx x° dx X
_6x°Inx®> _6Inx® _18Inx
X x ox
O bien,
92 = 2 Link® =6inx-2-3Inx = 6Inx(3-LInx) = (18Inx)—. = 18INX.
dx dx dx dx X X
c) iIn(4x2 —-3x+5) :2;1(4% -3x+5)=
dx 4x° —-3x+5 dx
=2;(8x_3)=28’(—_3_
4x° -3x+5 4x°-3x+5

d) ilenx:xzilnx+lnxix2 :x21+lnx(2x):x+2x|nx:x(1+2lnx).
dx dx dx

e) i3e4" Inx = 3e** iInx +In xi3e4" =3e* 1+ Inx(3e* i4x) =

dx dx dx X dx
4x 4x
_ 3¢ L inx(12e%) = 38 1126 Inx = 3™ (1+4Inxj.
X X X
X d d X X 4 X
f)i3|n4xz3i|n4xz3e &In4x—ln4x&e :3e ;—(In4x)e _
dx e dx e~ (e*)? e*
4e* 4e* xe*Indx 4e* — xe*In4dx
—e”In4dx -
X X X X
=3 er :3 er =3 er =
3 34ex -xe*Indx 3 e"(4-xIn4x) 3(4-xIn4x)
xe xe xe* '
g)i(lnXS)s = 5% -Lins® =5(nx° ) L 3inx = 5(3Inx)* > = 2004
dx dx dx X X

d, (1+x° d ) ) d 5 d )
h)d—xln(1_sz:d—X(ln(1+x )—In(1-x ))=&In(1+x )—d—XIn(1—x )=

22X =2x 2x(1-x2) + 2x(1+ X?)
12 1-x2 (e x)(1-X)
C2x=2x° +2x+2x° 4x _4x
T A+x)(1-x3) (1+x3)(1=x?) 1-x*

1
i) iIn\/3x2 -5x+4 :iln(?)x2 —5%x +4)2 =1iln(3x2 -5x+4)=
dx dx 2 dx

1 d 6x-5
2(3x* —5x +4) dx 2(3x% —5x +4)

(3x* —5x+4) =

18



A continuacion vamos a encontrar la derivada de la funcion f(x) = b*, y luego la de
b". Para hacerlo, utilizaremos la derivada de la funcién Inb™:

iInbX :iibx.
dx b* dx

Por otro lado,

iInbX :ixlnb = Inbix =Inb,
dx dx dx

y como b es una constante, también lo es Inb.

Asi pues,
iInbX :iibx =Inb,
dx b* dx
de donde
ib" =b*Inb
dx

Podemos generalizar la férmula anterior, derivando la funcién b", utilizando la
regla de la cadena:

ibu :ib“iu =b Inbiu.
dx du dx dx

Para determinar la derivada de f(x) = logpx, hacemos uso de la derivada de b* y de

que b°®** = x como sigue. Tomando en cuenta que
d d

_b'OQbX :—X=1,
dx dx
y que
d, | d d
—Db°%** =p°**Inb—Ilog, x = xInb—Ilog, X,
dx ax 9 ax 9
llegamos a
1:xlnbilogbx,
dx
de donde
iIog X =
dx °" xlnb|

Utilizando la regla de la cadena, se puede llegar a la siguiente derivada:

iIog u
dx "

:ulnbd_x

Uno de los ejercicios que te dejamos es encontrar la féormula anterior.
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Ejemplo 18. Determina las derivadas de las siguientes funciones.

a) f(x) = 2 b) f(x) = 43 o) f(x)=7"
d) f(x)=log, x e) f(x)=log,(2x* —3) f) f(x)=log/x
Solucién.
a) i2X =2"In2.
dx
b) 142*3 = 42X‘3In4i(2x—3)=(2In4)42X‘3 =(In16)4>2.
dx dx
d o _ 5,7 d &(1j7ﬁln7
c) —7* =7 In7—+/x =7*In7 = .
) dx dx 2Jx ) 2Jx
d 1
d) —log, x = )
)dx %X =30n2
d 1 d 6x
e) —log,(2x* -3)=———— —(2x* -3) = —————.
)dx %( ) (2x* -3)In3 dx( ) (2x* -3)In3
d 1 d 1 1
f) —log, v/X = ————/x = = , 0 bien
) ax 0%V = s ax VT Jxin5 2dx _ 2xinb
d 1d 1 1 1
—log; VX = ——logy X = — =
dx 9 x 2dx % 2%In5  2xIn5
Ejercicios 6
1. Encontrar la derivada de las siguientes funciones:
a) f(x) = Inx® b) f(x) = In>x? c) f(x) = In(3x% — 2x - 4)
d) f(x)=4x’Inx e) f(x)=2e*Inx f fx)= 2In3x
eX
g) f(x)=(Inx?)’ h) ()= In 1-x i) f(x)=Invx® —3x% +2
1+ x°
i) f(x)=5" k) f(x) = 67 ) f(x)=9"
m) f(x) =log,, X n) f(x)=log,(2x* -3x) 0) f(x)=log,Vx*
2. Utilizando la regla de la cadena demuestra que si iIogbx :L, entonces
dx xInb
i|og u—L_
dx °  ulnbdx

3. Encuentra la derivada de la funcion f(x) = x*, en donde x > 0.
4. Encuentra la derivada de u*.

Derivacion logaritmica y sus aplicaciones.

Existen funciones en las que para derivarlas podemos apoyarnos en las
propiedades de las funciones logaritmicas. A continuacién te presentamos
ejemplos de esto.
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Ejemplo 19. Determina la derivada de la funcion f(x) = x**, con x > 0.
Solucion.
Para determinar la derivada de y = x*, le aplicamos la funcién logaritmo a ambos
lados de la igualdad

Iny = In x*,
luego aplicamos una de las propiedades de los logaritmos (¢cual?) y a
continuacion derivamos

Iny = 4x Inx,

iIny = 4£xlnx
dx dx

1d d
——Yy=4(Xx—Inx+Inx
ydxy ( dx )
1iy=4(x(1)ix+lnx)
y dx x " dx

iy =4y(1+Inx)
dx

iy =4x*(1+Inx)0
dx

Ejemplo 20. Encuentra la derivada de la funcién y = (x+4)™.
Solucién.
Aplicamos la funcidn logaritmo, sus propiedades y derivamos.
Iny =In(x +4)"
Iny =(Inx)In(x +4)
d

d
—Iny=—(Inx)In(x+4
oY dX( )In( )

1iy =In xiln(x +4)+In(x + 4)i|nx

y dx

1 d 1
——Yy=(nX)———(x+4)+In(x+4)—
ydxy( )x+4dx( )+In )x

1d

——y=(Inx
ydxy ( )x+4

+In(x+4)1
X

d 1 1
—vy= InXx+—In(x+4
dxy y(x+4 X ( )j

iy =In(x +4)"™ (Llnx +1In(x+ 4))D
dx X+4 X

Ejercicios 7
Utilizando la derivacién logaritmica y suponiendo que x > 0, encuentra la derivada
de:

1. y=x%
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