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(ntroduceron

Este cuaderno de trabajo no pretende formar alumnos especialistas en Célculo Diferencial, pero

si apoyarlos en comprender las tematicas y aprendizajes que sefiala el programa de estudio de
Calculo Diferencial e Integral | del Colegio de ciencias y Humanidades y aplicarlas dentro de los
problemas que involucran cambio. Las actividades que constituyen este material se elaboraron con
el fin de promover: aprendizajes conceptuales, procedimentales y actitudinales, privilegiando el uso
correcto de algoritmos, la modelacion de situaciones problematicas proximas a los intereses del
alumno y el reforzamiento, 0 en su caso, de la restructuracion de los conceptos. Las actividades
propuestas proporcionan apoyo al desarrollo del trabajo tedrico-practico realizado en forma de
“taller”, proporcionando el nimero adecuado de ejercicios teéricos y practicos estimulando el interés
del alumno y permitiendo que enfoque su atencién y energia en la resolucién de problemas y en la
reflexion sobre lo aprendido.

Los documentos: Orientacion y Sentido del Area de Matematicas y Programa de estudios de la
asignatura de Calculo Diferencial e Integral |, establecen las caracteristicas que deben poseer los
alumnos egresados del Colegio de Ciencias y Humanidades, sefialan que el alumno debe
caracterizarse por haberse apropiado sustantivamente de las diversas habilidades, actitudes y
valores que le permitirdan solventar con éxito los retos que afrontara en la continuacion de sus
estudios, 0 en su caso, en el ambito laboral, como apoyo a los aspectos antes sefialados, el grupo
de trabajo (ENCOMA) decidio elaborar el presente cuaderno de trabajo considerando:

PROPOSITOS GENERALES
1. Enriquecer el portal académico del Colegio, promoviendo asi su consulta, su difusion y un posible

intercambio académico.

2. Optimizar el perfil del egresado.

3. Contribuir y apoyar la comprensién e implementacién del programa de estudio de la asignatura de
Calculo Diferencial e Integral |.

4. Apoyar la labor del docente que imparte la asignatura de Calculo Diferencial e Integral I.

5. Proporcionar al estudiante que cursa la asignatura de Calculo Diferencial e Integral | un material
pertinente, conciso y de calidad que le facilite el aprendizaje de la materia y trascienda en su

formacion matematica.



ii  INTRODUCCION

PROPOSITOS ACADEMICOS
Los que sefiala el programa de estudios de la asignatura antes sefialada y que reproducimos a

continuacion.

El alumno:

* Incrementara su capacidad en la resolucion de problemas al adquirir sistematicamente técnicas
para representar e interpretar situaciones y fenémenos que involucren variacion.

+ Adquirira una vision del concepto de limite, a través de la manipulacion de las representaciones
tabular, grafica y algebraica de procesos infinitos, tanto discretos como continuos.

* Relacionara la derivada de una funcién con un proceso infinito que permita estudiar las
caracteristicas de la variacion y de la rapidez de cambio.

* Identificard de manera sistematica y fundada las diversas interpretaciones de la derivada y las
utilizara para obtener y analizar informacion sobre una funcién.

* Aplicaré la derivada de una funcién para resolver problemas de razon de cambio y de optimizacion”.

OTROS PROPOSITOS
El alumno:
a. Aplicara los elementos del célculo diferencial en la generacion de estrategias que le permitan

aproximarse e interactuar con su entorno para poder desenvolverse satisfactoriamente en él.

b. Utilizara diferentes formas de razonamiento y estrategias matematicas para resolver problemas,
modelar e interpretar los fenémenos que ocurren en su medio natural y social.

¢. Incorporara a su lenguaje modos de sistematizacion, argumentacion y representacion habituales
en el ambito matematico para comunicar sus ideas y consolidar su pensamiento matematico.
Valorara las ideas y los argumentos de otros elementos que le permitiran aproximarse a la solucion
conjunta de los problemas.

b. Desarrollara el curso de Calculo Diferencial e Integral I, a partir de los aprendizajes y temas
contenidos del programa vigente con actividades practicas y teéricas que le permitan la apropiacion
de conocimientos y habilidades.

c. Aplicara correctamente los algoritmos de la materia.

d. Construira modelos matematicos (funciones) y los analizara aplicando las herramientas del
calculo diferencial propiciando el desarrollo de su pensamiento matematico y la compresién de sus
métodos.




ESTRUCTURA

El cuaderno de trabajo para la asignatura de Calculo
Diferencial e Integral | presenta la siguiente estructura:

1. Incluye una guia para su uso.

2. Contiene cuatro unidades, cada una de ellas se subdivide
en Cinco secciones.

a. Las dos primeras secciones presentan el desarrollo de
los aprendizajes y temética que sefiala el programa de
estudios.

i. Un titulo, los aprendizajes y la tematica que en ella se
desarrollan.

ii. El numero adecuado de bloques, estructurados como
funcion de la afinidad de los aprendizajes desarrollados y la
tematica; asi como por el tamafio y complejidad de los
contenidos  tematicos que sefiala el programa
correspondiente de la asignatura.

Cada bloque incluye:

iii. Una breve pero completa presentacion de los elementos
disciplinarios  (definiciones, propiedades vy algoritmos)
basicos que sefiala el programa de estudios ya referidos.

iv. La seccion de ejemplos y/o problemas resueltos y
explicados a detalle como apoyo y guia al alumno o al
profesor.

v. Una seccién de problemas propuestos (el docente puede
seleccionarlos y proponerlos al alumno), mismos que el
alumno debe resolver.

b. La tercera seccion incluye el examen diagnéstico relativo
a los conceptos, conocimientos y habilidades minimas
requeridas por el interesado para que realice un
desempefio aceptable en la lectura y desarrollo de la obra.
En esta seccion se encuentra la bibliografia de apoyo para
aquél alumno que no haya respondido satisfactoriamente el
examen diagnostico.

c. La cuarta seccion se refiere a la evaluacion de la unidad
incluyendo los niveles taxonomicos de conceptos, uso de
algoritmos y problemas que requieren en su resolucion algo
mas que el manejo de algoritmos. La seccion incluye las
respuestas de los problemas incluidos en la evaluacion.

d. La quinta seccion esta compuesta por las respuestas de
las actividades y problemarios propuestas.

e. La bibliografia recomendada para alumnos y profesores.




iv  GUIADE USO

4 r Hemos disefiado la presente obra con la finalidad

GUIA DE USO de cubrir totalmente las cuatro unidades del curso de
Calculo | que se imparte en el CCH. Cada una de las
unidades esta configurada por bloques, cada bloque
incluye aprendizajes y tematica con contenidos
disciplinarios afines y congruentemente del programa
de estudios de la asignatura antes mencionada;

CUADERNO DE TRABAJO 'y . . ;.
también incluye: conceptos y propiedades basicas,

J ejercicios “tipo” resueltos, problemas propuestos con

J

sus respectivas soluciones, etcétera.
AL ALUMNO:

Este cuaderno de trabajo ha sido escrito para que lo utilices como apoyo y complemento de tu
curso de Calculo I; para que repases, y/o conozcas los conceptos basicos y practiques a fondo los
algoritmos de mayor representatividad del Calculo Diferencial.

En las siguientes lineas te proponemos sugerencias que te apoyaran conseguir el maximo provecho
de su contenido.

Inicialmente, en cada unidad, debes resolver el examen diagndstico propuesto, si obtienes como
minimo el numero de aciertos sefialados estas preparado para avanzar en la resolucién de la guia, si
no es el caso debes revisar la bibliografia propuesta.

Reflexiona sobre los elementos teéricos contenidos, en el bloque de tu interés antes de intentar
resolver los problemas y/o actividades que te proponemos. Ten en cuenta que leer sobre
matematicas dista de leer otro tipo de documentos, tales como una novela, un periédico o hasta
libros de otras ramas del conocimiento. Regularmente las partes de textos de matematicas, de
interés para el lector, se leen y se releen varias veces para poder comprenderlas. Debes poner
especial atencion a los ejemplos resueltos y reconstruir su resolucion; utiliza lapiz y papel a medida
que los leas y, a continuacion, intenta resolver los ejercicios propuesto en el bloque. Atendiendo
estas sugerencias seguramente podras hacer tu tarea optimizando tu tiempo e incrementando la
comprension de conceptos y habilidad en el uso de los algoritmos.

En el primer acercamiento a la unidad de interés, trata de comprender las definiciones y conceptos,
sin embargo, no debes cometer el error de memorizar las reglas o ejercicios resueltos que observes.

Las matematicas no son simplemente memorizacion, son el arte de modelar y posteriormente



Guia de su uso v

resolver problemas, jno se trata de memorizar problemas resueltos! Para comprender
significativamente una unidad o un tema, debes modelar y resolver problemas, muchos problemas;
haz todos los que puedas, intenta escribir sus soluciones en forma logica y detalladamente, paso a
paso. Por lo general, para resolver un problema en matematicas se realizan varios intentos, no te
rindas ante un problema si no puedes resolverlo en los primeros intentos; los primeros intentos en la
resolucion de problemas se relacionan con su comprension y para esto se tienen que leer varias
veces Y relacionarlo con lo aprendido en tu curso y de los ejemplos resueltos del cuaderno de trabajo.
Lucha con cada problema hasta que lo resuelvas; una vez que hayas hecho esto varias veces
comprenderas el papel de las matematicas en los procesos mentales del aprendizaje. Las
respuestas de todos: los ejercicios y todas las preguntas de los exdmenes propuestos de todas las
secciones y todas las unidades se encuentran en las secciones de fraccion 5. Si tu respuesta a
cierto ejercicio difiere de la que proponemos, no concluyas de inmediato que estas en error, tu
respuesta y la propuesta pueden ser equivalentes y estar enlazadas por medio de ciertas
consideraciones y ambas sean correctas.

EL PROFESOR:

1. Los materiales contenidos en este cuaderno de trabajo son elementos auxiliares para el proceso
de ensefianza — aprendizaje de la asignatura de Calculo I, en la modalidad de clase - taller de
acuerdo con los programas del Colegio de Ciencias y Humanidades, considerando que permite a los
alumnos trabajar sobre los materiales que selecciona el profesor, ya sea en forma individual o en
equipo. El profesor debe elegir previamente los materiales que utilizara en clase, de acuerdo con las
condiciones académicas del grupo y el tiempo disponible para su realizacion.

2. Conviene que para ciertos ejercicios propuestos, una vez resueltos, se verifique su solucion
utilizando algun software (por ejemplo: GeoGebra o Symbolab Calculator).

3. Los ejercicios propuestos estan a consideracion de cada profesor y puede proponerlos en clase o
como trabajo extraclase.

4. En la parte final del cuaderno de trabajo se encuentran las referencias en que el alumno puede
consultar la tematica en que desee profundizar; los docentes pueden recurrir a ella para incrementar,
la variedad, el nimero y el grado de dificultad de los ejercicios y contenidos propuestos en el

cuaderno de trabajo.




TECNICAS DE EVALUACION

En esta seccion presentamos la propuesta de los instrumentos de evaluacion del trabajo
desarrollado por el alumno en el Cuaderno de Trabajo basado en un enfoque centrado en el
estudiante y en la resolucion de problemas, todo en concordancia con los propositos del programa
de estudio actualizado de la Escuela Nacional Colegio de Ciencias y Humanidades de la UNAM.

PROBLEMARIO
EVALUACION DE EJERCICIOS PROPUESTOS (por ejercicio
S hoowor o s
PLANTEAMIENTO 0.1
DESARROLLO 0.5
RESULTADO E INTERPRETACION 0.2
PRESENTACION 0.2
TOTAL 1
EVALUACION DE PROBLEMAS DE APLICACION (por problema
EN BLANCO 0% 0
l(:’lj_sA(;N(;reE\'/A:\r/:laill\izTgondicién de ligadura, figuras) e 0.30
DESAR.FSOLLO/ PROCEDIMIENTO o 30% 0.30
(obtencion del modelo y/o resultado simplificado)
CONCLUSIONES 25% 0.25
FreR(IfaSc;EiNéI,/-\licr:w!ngi':za, a color) et 015
TOTAL 1




TECNIVAS DE EVALUACION  vii

SECUENCIAS DIDACTICAS
(RUBRICA)

EVALUACION DE LAS SECUENCIAS DIDACTICAS (por secuencia didactica)

CRITERIOS DE EVALUACION
SECUENCIAS
DIDACTICAS BIEN SUFICIENTE  DEFICIENTE
(8) (6) (5o menos)
PRESENTACION 20%
Portada, ortografia,
redacc!on, Ieg|b|I|dad_ Cumple Falta alguno Faltan  dos | Faltan ires
contenido poli | todos los | de los|. . e
i L o indicadores indicadores
cromatico, entrega | indicadores. | indicadores
oportuna.
CONTENIDO 70%
Identificacion de
variables,
identificacion de Cumple No  cumple | No cumple | No cymple tres
- todos los|uno de los|dos de los|o mas de los
condiciones de|. o o -
indicadores. | indicadores. indicadores indicadores

ligadura, uso de
figuras adecuadas.

Obtencion del modelo.

Revision de resultados Cumple No  cumple | No  cumple | No cumple tres
formalizacion todos losJuno de los]|dos de los|o mas de los

Z decuada indicadores. | indicadores. indicadores indicadores

TRABAJO 10 %

Participacion Cumple No cumple | No cumple tres

acertada. todos los uno de los|o mas de los

Trabajo en equipo. indicadores. indicadores. | indicadores
TOTAL | 100%



viii TECNICAS DE EVALUACION

EXAMENES
EVALUACION DE DESARROLLO EN EXAMENES (por reactivo

No realiza el proceso, no contesta el reactivo. 0% 0

Plantea y reglizq .parte del proceso o contesta sin 30% 03

proceso que justifique la solucién.

Proceso adecuado y resultado Incorrecto. 50% 0.5

Proceso adecuado y resultado correcto. 90% 0.9

Presentacion 10% 0.1

TOTAL 100% 1

PROBLEMAS DE APLICACION (EN EXAMENES por reactivo

En blanco 0% 0
Planteamiento 30% 0.30
Desarrollo / procedimiento 30% 0.30
Conclusion 25% 0.25
Presentacion 15% 0.15
TOTAL 100% 1




PROPOSITOS

Al finalizar la unidad:

el alumno descubrira
intuitivamente el concepto
de limite, a través de
diversos problemas

que involucren procesos
infinitos mediante

los diferentes registros:

PROCESOS numerico, grafico
INFINITOS Y LA 0 simbolico
NOCION DE

LIMITE

CONTENIDO
SECCION 1.0 Presentacion
SECCION 1.1 Procesos infinitos
SECCION 1.2 Nocién de limite

SECCION 1.3 Evaluacién diagnéstica
SECCION 1.4 Evaluacién de la unidad

SECCION 1.5 Soluciones




2 UNIDAD 1 PROCESOS INFINITOS Y LA NOCION DE LIMITE

unbaot | PRESENTACION

La Unidad | “PROCESOS INFINITOS Y LA NOCION DE LIMITE” desarrolla el propésito:

“Al finalizar la unidad el alumno descubrira intuitivamente el concepto de limite a través
de diversos problemas que involucren procesos infinitos mediante los diferentes registros:
numérico, grafico o simbdlico”.

Los aprendizajes y la tematica propuestos se encuentran clasificados en dos secciones de titulos:
1.1 Procesos Infinitos.

1.2. Nocion de limite.

Ambas secciones contienen un numero especifico de bloques (3), cada bloque presenta:

1. Titulo

2. La estrategia de aprendizaje utilizada en su desarrollo.

3. Breve introduccion sobre la importancia del contenido.

4. Los elementos tedricos basicos (minimos y necesarios) de los contenidos tematicos y
aprendizajes que contiene el programa de estudios de Calculo Diferencial e Integral I.

5. Definiciones basicas (y formales) sobre los conceptos relevantes.

6. Secciones (6) de ejemplos cuidadosamente seleccionados y resueltos a detalle.

7. Secuencias didacticas (2) que incluyen:

i. Los tiempos didacticos pertinentes (inicio desarrollo y serie) que guian al lector en la construccion
y/o formalizacion de cierta propiedad (puede ser un aspecto teérico o metodolégico).

8. Propiedades (teoremas inherentes a la tematica de la disciplina).
9. Secciones (6) de ejercicios propuestos.

También contiene:

La seccion de evaluacion diagnéstica con:

i. El examen de evaluacion diagndstica (que si docente lo considera adecuado el estudiante debe
responder), con escala de acreditaciéon.

ii. Las respuestas a las preguntas del examen diagnéstico y la bibliografia que sugerimos como
apoyo a aquellos alumnos que no lograron aprobar el examen.

La seccion de evaluacion de la unidad, con:

i. La evaluacion de la unidad (en la taxonomia de: conceptos, desarrollos operativos y problemas
que requieren un mayor grado de pensamiento).

ii. Las respuestas a la evaluacion propuesta.

La seccion de soluciones, con:

i. Las soluciones de las secuencias didacticas propuestas,

ii. Las soluciones de las secciones de ejercicios propuestos.

FIN DE SECCION



APRENDIZAJES

1. Reconoce caracteristicas de los proce-
sos infinitos utilizando alguno de estos
procedimientos: numérico, grafico o alge-
braico.

2. |dentifica el patrén de comportamiento
en un proceso infinito.

3. Reconoce un proceso infinito de uno
que no lo es.

4. Resuelve problemas en diversos con-
textos que involucren en su solucién
procesos infinitos.

5. Utiliza las representaciones grafica,
tabular o algebraica de un proceso infi-
nito para analizar su comportamiento
en cuanta a: como cambia la variable,
qué comportamiento sigue, cuales son
los valores siguientes, y a la larga co-
mo son estos.

6. Distingue aquellos procesos infini-
tos que tienen un resultado limite de
los que no lo tienen.

TEMATICA

1. Situaciones numéricas, geo-
métricas o algebraicas, que dan
lugar a procesos infinitos.

2. Comportamiento de un pro-
ceso infinito; representacion
numérica, algebraica o grafica.

3. Representacion simbdlica
de procesos infinitos por medio
de una funcion.
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PROCESOS INFINITOS GEOMETRICOS

ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE

Presentando situaciones geométricas con patron
de comportamiento especifico se induce al
alumno para que obtenga su modelo de
comportamiento y posteriormente lo clasifique
como finito o infinito.

En esta seccion suponemos que un proceso finito esta constituido por un conjunto ordenado
de etapas sucesivas (o iteraciones), es decir, existe una primera etapa, una segunda etapa, una
tercera etapa y una Ultima etapa, es decir, cada etapa tiene asociado un numero natural del conjunto:

{123 4,...,n }
(en ese orden) y viceversa, cada numero del conjunto
{123 4,..n }
esta asociado a una etapa del proceso.
Por otra parte, si asignemos a cada etapa un numero del conjunto
IN={123 4,..}
(en ese orden) y viceversa, a cada numero del conjunto
IN={1 23 4...},
una etapa, el “proceso es infinito” (estrictamente, proceso “infinito numerable®).

DEFINICION 1.1

PROCESO
a. Un proceso es un conjunto de etapas sucesivas que conducen a un resultado.
b. Si las etapas del proceso se relacionan biunivocamente con los primeros n, nimeros naturales,

se denomina finito (utilizaremos la expresion n — n, para indicar que la Ultima etapa de un
proceso finito es ng).

d. Si cada etapa de un proceso esta relacionado con un nimero del conjunto de los numeros
naturales y viceversa, cada numero natural se relaciona con una etapa del proceso, diremos que
es infinito (con la expresién n — +oo indicaremos que el numero de etapas de un proceso es
‘indefinidamente grande”)
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SECCION 1.1

BLOQUE 1
EJEMPLOS 1

1. Son ejemplos de procesos:

a. SUMA DE LOS PRIMEROS NUMEROS NATURALES

El proceso consiste en sumar los primeros n numeros naturales.
Etapa 1. Se comienza con el nimero

1.
Etapa 2. Se realiza la suma
1+2.
Etapa 3. Se efectla la suma
1+2+3.

La etapa n. Es el calculo de la suma
1+2+3+4+5+---+n.

b. SUMA DE LOS CUADRADOS DE LOS PRIMEROS n NUMEROS NATURALES
El proceso que consiste en sumar los cuadrados de los primeros n numeros naturales.
Etapa 1. Se comienza con el nimero 1.
Etapa 2. Se realiza la suma
1% + 22,
Etapa 3. Se realiza la suma
17 +2% +32.
La etapa n es la realizacién de la suma
12 +2% +3% +4% +5% +...4n?.

c. SUMA DE LOS MEDIOS DE LOS MEDIOS

Supon que vas a realizar cierta tarea en etapas.

Etapa 1. Realizas la mitad de la tarea el primer dia,
1

E .
Etapa 2. Efectuas la mitad de la tarea realizada en el primer dia en la etapa,
1.1
2 4
Etapa 3. Realizas la mitad de la tarea hecha en el segundo dia en la etapa 2. Tarea realizada
1,11
2 4 8
Repites n veces la etapa. Tarea realizada
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1 11 1
T T e
2 4 8 2"
d. ELIMINACION DEL TERCIO MEDIO Y PUNTOS EXTREMOS
Sea un segmento rectilineo de longitud 1 efectda el proceso:
etapa 1
etapa 2
—_ = —_ = —_ - — — etapa3
-- .- -- .- - .- -- -- etapad

Etapa 1. Cuenta el nimero de puntos extremos.
Etapa 2. Divide el segmento rectilineo en tres partes congruentes y elimina la parte central, cuenta el
numero de puntos extremos.

4=2°
Etapa 3. Divide los segmentos rectilineos sobrantes en la etapa anterior en tres partes congruentes,
elimina las partes centrales, y cuentas el nimero de puntos extremos.

16 =2*.
Etapa 4. Secciona los segmentos rectilineos sobrantes en la etapa anterior en tres partes
congruentes, elimina las partes centrales, y cuentas el nimero de puntos extremos.

8=2°.
Se repite n veces la etapa. El numero de puntos extremos es

2",

e. AREA CUBIERTA
El proceso que consiste en cubrir una regién cuadrada de lado de longitud uno, de la siguiente forma:

o 5 5 55

Etapa 1. Utiliza una region rectangular para cubrir la mitad de la superficie cuadrado.
Superficie cubierta

1

E .
Etapa 2. Utiliza otra region rectangular para cubrir la mitad de la superficie del rectangulo que falto
cubrirse en la etapa 1. Superficie cubierta
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1 1

—+ =,

2 4
Etapa 3. Cubrir la mitad de la superficie del rectangulo que falté cubrirse en la etapa 2. Superficie
cubierta

f. COLAPSO DE UN RECTANGULO

1
112
- - -1’4 18
2 1

112 1/4

Se tiene un rectangulo de dimensiones: largo 2, ancho 1. Su areaes Ay, =( 2 X1 )= 2 unidades

cuadradas.
Etapa 1.
El rectangulo se “reduce” en otro cuyas dimensiones son un medio de dimensiones del rectangulo

original, su area es
1 1
A =( )( ) } i
Etapa 2.

El rectangulo de la etapa anterior se “convierte” en otro rectdngulo cuyas dimensiones son la mitad
de las del rectangulo anterior. Ahora su area es

1 1 1 1
A = — — = —=—,
2 (214) g 28
Etapa 3.

El rectangulo de la etapa 2 se “reduce” en un rectangulo cuyas dimensiones son la mitad de las
dimensiones del rectangulo de la etapa anterior. Su area es

SHoES

Al repetir n veces la etapa, entonces el area del rectangulo es

1
A, = o1
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g. PROCESO DE SUMA GEOMETRICO
La suma (con sumandos “ordenados” y positivos) con la propiedad: si dividimos cualquier par de

. . . . -

sumandos consecutivos, el posterior entre el anterior obtenemos la misma razon —= =r , se
an

llama geométrica; estas sumas son de gran utilidad en la caracterizacion de diversos procesos tanto

finitos como infinitos.

Supongamos que r >0, r #1, a=0 es un numero real.

Etapa 1. Inicia con el nimero

ar?.
Etapa 2. Agrega al niimero de la etapa anterior ar’

ar® +ar'.
Etapa 3. Agrega al resultado de la etapa anterior ar?
ar® +ar' +ar?.

Se repite n veces la etapa.

ar’ +art +ar? +ad+---+ar".

g. POTENCIA n DEL NUMERO r.
Etapa 1. Calcula la potencia 1 del numero r, se obtiene
1
Etapa 2. Se calcula la potencia 2 del nimero r ,rsé obtiene
2
Etapa 3. Se calcula la potencia 3 del nimero r ,rse. obtiene
3
En la etapa n se calcula la potencia n del nume:o .r , Se obtiene
r".

DEFINICION 1.1

SUMA Y SERIE GEOMETRICA
Sir>0, r=1ya=0,entonces:

a.Llasuma a+ar+ar? +ar®+---+ar™* se denomina geométrica.
b. La suma “infinita” a+ar +ar? +ar> +--- se denomina serie geométrica.
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SECCION 1.1

POTENCIA DEL NUMERO
r (positivo y distinto de 1)

INICIO - DESARROLLO
1. Cada etapa se evalua en f (n )=r" (para los valores de r indicados), n representa un

numero natural. Establecerd una conjetura respecto al comportamiento de f (n ):rn para
asignaciones enteras (cada vez mas grandes) a la potencia n.

En la siguiente tabla O <r <1 (r es un nimero comprendido entre cero y uno), complétala.

n| f(n)=(01)" | f(n)=(02)" | f(n)=(05) | f(n)=(09)

10

2. En todos los casos, ¢,qué ocurre conforme el numero de etapa n se incrementa?

Para representar que n se incrementa indefinidamente utilizaremos los n — +o0. También, cuando
n se incrementa indefinidamente y f (n )=r" se aproxima al nimero L lo representaremos
simbélicamente por lim f ( x )=L.

X—>+00

3. Rescribe cada uno de los resultados de tabla 1 utilizando los simbolos lim f ( x )=L.

X—>+00
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4. En este proceso, cada etapa consiste en evaluar f (n ): r" (para los valores de r indicados),
n representa un numero natural. Debes establecer una conjetura respecto al comportamiento de
f ( n )= r" para asignaciones cada vez mas grandes a n.

En la siguiente tabla r >1 (r representa un nimero mayor que uno), complétala.

n | f(n)=(2)" | f(n)=(4)" | f(n)=(20)" | f(n)=(20)"

10

5. En todos los casos, ¢,qué ocurre conforme el numero de etapa n se incrementa?

6. Si n se incrementa se representa simbdlicamente por n — -+
El hecho de que n se incremente indefinidamente y f (n )= r" también se comporte de esta
forma se representa lim f ( x )=+oo.

X—>+00

Rescribe cada uno de los resultados de la tabla 1 utilizando la notacion lim f ( x )=L.

X—>+00

CIERRE

7. Completa las conjeturas:

Si 0<r<l1 entonces
Si r>1 entonces

Fin de actividad <=
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La propiedad 1.1 presenta gran utilidad en la clasificacion de los procesos infinitos, por tanto,
se debe tener un conocimiento adecuado de su uso.

PROPIEDAD 1.1

TENDENCIA DE r"

a.Si 0<r<1, entonces lim r" =0.
X—>+0
b. Si r>1, entonces Iim r" = +o0.

X—>+00

SECCION 1.1

TOTAL DE UNA SUMA
GEOMETRICA

INICIO

1. ; Como se define una suma geométrica?

DESARROLLO

2. Supén S=a+ar+ar®+ar®+---+ar"*. Multiplica ambas partes de la suma por la razén
r>0.

3. Calcula S —rS vy posterior simplifica.

4. En la ecuacidn que obtuviste en el inciso 3. factoriza S .
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5. Despeja S de la ecuacion que obtuviste en el inciso 4..

6. Rescribe el resultado obtenido en el inciso 5. en términos de
a+ar+ar®+ar+---+ar"™

7.Supon: 0<r <1, n es “muy grande” y el resultado obtenido en el inciso 6. y calcula
S=a+ar+ar’+ar’+---+ar"t.

CIERRE

8. Con base en las observaciones anteriores es posible establecer:

a. Si n es un numero entero positivo, entonces:

b. Si n — 40, entonces

Fin de actividad <=
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El total de una suma geométrica es de gran utilidad en la clasificacion de los procesos infinitos.

PROPIEDAD 1.2

SUMA DE UN PROCESO GEOMETRICO
Si
S=a+ar+ar’+ar®+---+ar"+...,
con a =0, entonces:
a. Si n es un nimero natural, entonces

_ 1—r"
S=a+ar+ar’+ar®+.--+ar"t=a .

b.Si 0<r <1, entonces

S=a+ar+ar®+ar’+--

c. Si r >1 entonces

S=a+ar+ar’+ar’+--
crece indefinidamente (no tiene suma).

A continuacién clasificaremos y asignaremos una notacion a los procesos antes estudiados.

DEFINICION 1.2

TIPOS DE PROCESOS
Sea A( n ) la funcién (modelo) que describe un proceso especifico.

a.Si A(n)=L cuando n— +o,

entonces el proceso es infinito con resultado finito, simbdlicamente
lim A(n)=L.

N—+o0

b. Si A(n )=+ cuando n—+oo, entonces el proceso se conoce como infinito con

resultado infinito, se representa
lim A(n)=+00,0bien lim A(n)=—o.

N—>+o0 N—>+o0

c. Si A(n)=L cuando n—>n,, se trata de un proceso finito con resultado finito, se

representa por
lim A(n)=L.

n—ng
d. Si A( n )= L cuando n — ny, el proceso es finito con resultado infinito, se representa por
lim A(n)=+o.

n—ng
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SECCION 1.1

BLOQUE 1
EJEMPLOS 2

CLASIFICACION DE PROCESOS
1. En ofros cursos de matematicas se asegura que todo numero racional (o fraccionario) es
equivalente a un decimal periédico. Un numero racional periddico puede expresarse como un
“proceso de suma infinita” y posteriormente es posible obtener la fraccién

p

q
que le corresponde.

El decimal periodico
018=0.1818181818-: -,
puede rescribirse
018 =0.18+0.0018 +0.000018 -+ 0.00000018 + 0.0000000018 +- - -,

0 bien,
— 18 18 18 18 18
018 = + + + + + .-
100 10000 1000000 100000000 10000000000
018 — 18 18 18 18 18

102 10% T10° 108 100

018= 18(1+ 12+ l4+ 16+ 18+-~-j.
10 10" 10° 10

Comparando con la serie geométrica obtenemos

18
18 _ 100
a= —yrzi,portanto, 018 = 100 :g.
100 100 1- 1 99
100

En concreto,

018 =0.18+0.0018 + 0.000018 + 0.00000018 + 0.0000000018 + 0.000000000018 + - - - = ]9'2 ,

esto significa

lim ( 018 =0.18 +0.0018 + 0.000018 + 0.00000018 + 0.0000000018 + 0.0000000000 18 + - - ): ;g :

n—>+o0

Como consecuencia, podemos clasificar al proceso como:
infinito con resultado finito.
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2. CUBRIENDO UNA SUPERFICIE CUADRADA

m B S N

etapa l etapa 2 etapa 3 etapa 4

a. El proceso que consiste en cubrir una region cuadrada de lado de longitud uno, de la siguiente
forma:
Etapa 1. Cubrir la mitad de la superficie cuadrado. Superficie cubierta
1
A(l)==.
(1)-

Etapa 2. Cubrir la mitad de la superficie del rectdngulo que faltd cubrirse en la etapa 1. Superficie
cubierta
NS SN

2 4 21 22 )
Etapa 3. Cubrir la mitad de la superficie del rectangulo que falto cubrirse en la etapa 2. Superficie
cubierta

A(2)

111 1 1 1
Al3)=—4+"+-"="++ .
( ) 2 4 8 21 22 23

Etapa n. La superficie cubierta es

A(n)—l+1+l+...+1—1(1+1+1+1+...+ 1 }
2t 2% 2 2" 20 2t 22 2 2" )

0 bien, en términos de la suma geométrica, como un proceso geométrico de razon r = > y factor

de la superficie del cuadrado.

Podemos escribir Iim A(n )= ;552 y caracterizarlo al proceso como “finito con resultado finito”.

n—8

1 1 1 1 1 1 1 1 1
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o también
lim A(n ):1_% _ 1048575
n—20 2 1048576
y caracterizarlo como “proceso finito con resultado finito”.
d. Si n — +0, la superficie cuadrada ha sido cubierta en su totalidad y tal proceso se clasifica como
infinito con resultado finito,
lim A(n)=1.

N—+0

3. LONGITUD DE UNA CURVA
Sea un segmento de recta de longitud 1, consideremos el proceso (representemos por L( n ) la

longitud de la curva en cada etapa):

Etapa 1. Dividimos el segmento de recta en tres partes de la misma longitud, suprimimos la parte
central y la sustituimos por dos segmentos de recta congruentes con el segmento de recta eliminado
(dos de los extremos de los dos nuevos segmentos de recta son comunes y los otros dos extremos
coinciden con los extremos del segmento original).

Etapa 2. Dividimos cada uno de los cuatro segmentos de recta de la etapa anterior en tres partes
iguales, suprimimos las partes centrales y las reemplazamos con dos segmentos congruentes con
las partes centrales (antes eliminadas) de manera que dos de sus extremos sean comunes y l0s
otros dos extremos coincidan con los extremos del segmento original.

Etapa 3. Se repite el proceso anterior con cada uno de los segmentos rectilineos de la curva.

etapa 1 etapa 2 etapa 3

Etapa n. Se repite el proceso anterior con cada uno de los segmentos rectilineos de la curva de la
etapa anterior, por tanto,

ETAPA | NUMERO DE | LONGITUD DE CADA |  LONGITUD DE
n |SEGMENTOS | SEGMENTO  |[LACURVA L(n)

1 4 L 4
3 3

2 2

1 1 4

2 16 =42 - = (j
° 9 (3] 3

3 3

1 (1 4

3 _ 43 el d
w=r | 2-(3] (3]
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n
La relacion L( n )=( gj proporciona la longitud de la curva en la etapa n, observa que si n

crece indefinidamente, entonces L ( n )=( g ) también crece indefinidamente.

Por tanto, en la etapa 5 el proceso es finito y la curva tiene longitud finita

L(S):(gls,obien IimL(n)=(‘31j5,

n—5

N—>+o0 N—+o0

n
Si n— +o0, el proceso es infinitoy Iim L (n )= Iim ( 4] = +o0, el resultado infinito.

SECCION 1.1 BLOQUE 1 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

a. Sea el proceso:

Etapa 1. 0.9.

Etapa 2. 0.9+ 0.09.

Etapa 3. 0.9+0.09+0.009.

Etapa 4. 0.9+ 0.09+ 0.009 + 0.0009.

Etapa 5. 0.9+ 0.09 +0.009 + 0.0009 + 0.00009.
El proceso se repite indefinidamente.

1. Expresa el proceso como una “suma geométrica infinita”.

2. Verifica que el proceso es geométrico, obtén el factor constante a y larazon r .

3. Obtén la suma del proceso y clasificalo.
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b. Sea un cuadrado de lado de longitud 1, considera el proceso (representemos por A( n ) el area
sombreada en cada etapa):

Etapa 1. Utilizar una diagonal para dividir el cuadrado en dos tridangulos congruentes y sombrear uno
de ellos.

Etapa 2. Dividir la parte sin sombrear en dos tridngulos congruentes y sombrear uno de ellos.

AKEE

etapa 1 etapa 2 etapa 3 etapa 4
Etapa 3. Repetir el proceso anterior con el triangulo sin sombrear.

1. Construye un modelo que proporcione el area sombreada en cada etapa.

2. Calcula lim A( n ) y clasifica este proceso.
n—6

3.Calcula lim A( n )y clasifica el proceso.

N—+00

¢. Toma como base un segmento rectilineo de longitud uno y considera las etapas (o iteraciones).
Etapa 1. Divide el segmento de recta en tres partes de la misma longitud, suprimir el tercio central y
cuenta el numero de puntos que son extremos de los segmentos rectilineos que quedaron.

Etapa 2. Divide cada uno de los segmentos de recta de la etapa anterior en tres partes iguales y
suprimir el tercio central, contar el nimero de puntos que son extremos de los segmentos rectilineos
que quedaron.

Repite el proceso indefinidamente.

etapa 1

[ _— —_— — etapa?

—_ - —_ - —_ - — — etapa3

-- == -- - -- == -- == etapad
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1. Construye un modelo (N ( n )) que proporcione el nimero total de puntos extremos en los
segmentos rectilineos generados en cada etapa.

2. Calcula lim N (n ) y clasifica este proceso.
n—10

3.Calcula lim N (n )y clasifica este proceso.

N—-+o0

d. Toma como base un segmento rectilineo de longitud uno y considera las etapas (o iteraciones).
Etapa 1. Divide el segmento de recta en tres partes de la misma longitud, suprimir el tercio central y
sumar las longitudes de los segmentos rectilineos restantes.

Etapa 2. Divide los segmentos de linea recta en tres partes de la misma longitud, suprimir el tercio
central y sumar las longitudes de los segmentos rectilineos restantes.

Repite el proceso indefinidamente.

Representa la suma de los segmentos rectilineos remanentes por S (n )).

etapa 1

etapa 2

[ —_ — _ = _ = etapa 3
- = - = _—— - _—_ - etapa 4

1. Construye un modelo para L( n ) que proporcione la longitud cada uno de los segmentos
rectilineos de la etapa n.

2. Calcula I|’m5 L (n )y clasifica este proceso.
n—
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3.Calcula lim L ( n) y clasifica este proceso.

n— 4o

e. Toma como base un segmento rectilineo de longitud uno y considera las etapas (o iteraciones).
Etapa 1. Divide el segmento de recta en tres partes de la misma longitud, suprimir el tercio central y
sumar las longitudes de los segmentos rectilineos restantes.

Etapa 2. Divide los segmentos de linea recta en tres partes de la misma longitud, suprimir el tercio
central y sumar las longitudes de los segmentos rectilineos restantes.

Repite el proceso indefinidamente.

Representa la suma de los segmentos rectilineos remanentes por S (n )).

etapa 1

—_— — — —_— etapa 2

— — — — —_ — — — etapa 3

-- == -- == -- == -- == etapa 4

1. Completa la tabla:

SEGMENTOS | LONGITUD TOTALDELOS | LONGITUD
ETAPA | RECTILINEOS | SEGMENTOS RECTILINEOS | ELIMINADA

" s(n) H(n) L(n)

1
2
3
4
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2. Calcula lim S ( n ) y clasifica el proceso.

N— 40

3. Calcula H (n ) y clasifica el proceso.

4. Calcula lim L ( n )y clasifica el proceso.

N— +oo

f. En el plano cartesiano, sea el segmento de recta OA con extremosen O (0, 0 ) y en el punto
A(1, 1), evidentemente su longitud es

d=/(1-0)?+(1-0 2 =+/2 unidades.
Etapa 1. Se dobla el segmento de recta no horizontal OA de manera que, junto con el eje de las
abscisas genera el triangulo con vértices en

0(0,0), A(1,1)yB(. 1),
la suma de las longitudes de los lados del triangulo que no se encuentran en el intervalo [0, 1] es
también

Etapa 2. Se doblan los segmentos de recta OB y BA de manera que, junto con el eje de las
abscisas, cada uno de ellos genere dos triangulos con vértice comin B (% , 0 ) Asi la suma de

las longitudes de los lados del triangulo que no se encuentran en el intervalo [ 0 , 1 ] es también

Se repite este proceso indefinidamente.
Ya
1 1
B
0.5 /\
@] 1 x 0 1 > X
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y y
1 1
0.125 0.0625
O 1 x O 1 x
etapa 3 etapa 4

1. Completa la tabla.

ETAPA | LONGITUD DE LOS LADOS FUERA |  AREA DE TODOS LOS
n DE[0,1]p(n) TRIANGULOS A(n)

1

2

2. Calcula lim p(n ) y clasifica el proceso.

N— +o0

3.Calcula lim A( n ) y clasifica el proceso.

N— 400

g. Sea una region plana triangular de area igual a uno, consideremos el siguiente proceso:

Etapa 1. Con segmentos de recta unimos los puntos medios de los lados y asi obtenemos cuatro
triangulos equilateros semejantes al original, pero sélo tres comparten su orientacion, seleccionamos
y sombreamos el triangulo con orientacion diferente (etapa 1) y calculamos su area.

Etapa 2. Repetimos el proceso efectuado en la etapa 1 con los tres triangulos orientados en la

misma forma que el triangulo original.
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Etapa 3. Repetimos el proceso efectuado en la etapa 1 con los nueve triangulos obtenidos en la
etapa 2 orientados en la misma forma que el tridngulo original.

El proceso se repite indefinidamente.

etapa 1 etapa 2 etapa 3

1. Completa la tabla.

TRIANGULOS AREA TOTAL SIN AREA TOTAL
ETAPA | SOMBRADOS AGREGADOS SOMBREAR SOMBREADA
" N(n) A(n) S(n)
1
2
3
n

2. Calcula lim N ( n ) y clasifica el proceso.

nN— +oo

3.Calcula lim A( n )y clasifica el proceso.

N— +o0
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4. Calcula lim S ('n ) y clasifica el proceso.

N— +oo

FIN DE SECCION




APRENDIZAJES

7. Expresa simbolicamente el limite de
un proceso infinito si éste existe.

8. Interpreta el limite de un proceso in-
finito.

9. Identifica cudl es el resultado limite
de un proceso infinito.

10. Establece el valor limite de un proce-
so infinito dado en forma algebraica, con
base en otras representaciones de dicho
proceso.

TEMATICA

1. Acercamiento al concepto
de limite de una funcién.

Notacién de limite
lim f(x)=L .

X—XQ
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CONCEPTO DE LIMITE

ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE

Presentamos como guia ejercicios resueltos con
la intenciéon de que el alumno los tome como
ejemplo en la resolucion otros ejercicios
similares.

Por las caracteristicas de la presente obra, solo trataremos intuitivamente el concepto de limite.
En diversas ramas del conocimiento (ingenieria, fisica, biologia, quimica, entre otras) los conceptos
de exactitud y precision se encuentran vinculados; la precision se refiere a la magnitud del error que
se comete (a causa del azar, de la escala de medicion, etcétera) al medir un objeto, la exactitud se
refiere a la medida (real) del objeto y por lo general es imposible de obtener. Supén que estamos
interesados en obtener las medidas de dos caracteristicas de un objeto, y que ambas medidas se
relacionan por medio de la funcion con regla de correspondencia f , es decir, en caso de que sea

posible determinar la medida de la primera caracteristica, que representamos por X =X, , al
aplicarle la funcion f obtenemos que la medida de la otra caracteristica es f (x, )=L . Asi, al
utilizar la relaciéon f para obtener el valor L (valor de la segunda caracteristica), primero debemos
obtener un valor X, de X, sin embargo, por lo general esto no podemos hacerlo exactamente por lo
que es inevitable que cometamos un error que influye en la correspondiente determinacion del valor
real f(x,)=L.

Por tanto, es natural que nos preguntemos ;de qué forma el error cometido al medir x, se
refleja en el intento de medir L ? Si para valores “muy cercanos” de x a x,, la funcion f
proporciona valores muy diferentes del valor real L, entonces f carece de utilidad, esto hace que

fijemos un nivel de precision admisible (<) para el valor L (nos obliga a fijar una cota de error
¢ ) de manera que cuando midamos X, con un error menor que & tengamos la certeza de que

el valor resultante sea diferente de L en menos que ¢.

Naturalmente, la precision 6 en la medida de x, depende también del valor de X,. Esto se
justifica entendiendo que no es lo mismo, por ejemplo, medir kildmetros que milimetros, la precision
de nuestra medida debe ser mejor en este Ultimo caso. Las ideas antes descritas nos conducen, de
forma natural a la definicion matematica de limite, misma que enunciamos en las siguientes lineas.

i. “Fijar un nivel de precisién admisible (&) para L” significa que las ordenadas y = f (x ) y el
valor real de L cumple la condicién
—e< f (X )—L<g,
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que representa un intervalo sobre el eje de las ordenadas, su centro esta en la ordenada y=1L y
los extremos son los numeros (ordenadas)
L-cyL+g;

nota que al disminuir el nimero & los nimeros y = f ( x ) seran mas proximos al nimero L .
ii. “Medir x, con un error menor que ¢ " significa que las abscisas x y el valor real de x, cumple la
condicion

—9<X—Xy<0,siempre que 0<o
que garantiza X # X, . Para numeros & cada vez menores l0s numeros x estaran mas proximos a

Xp -
y Y a
A . ,
[ f , f
| |
L+e 4 : /\ L+g I /_\
L 4——————— —_— A ———— L +———————— —A =t ———
| N ]
L-¢ 4 : L-¢ :
| |
: |
—— > —1- >
// X, — 0 X X, + 98 X // X, — 0 % % t9 X
Y a
i f
|
L+e |
N |
I
e |
L-¢ I
|
|
I
L [ [
/ /\ XOI\ VX / /\Xé\ VX
/ Xo— 9 X+ 8 / -9 X+ 8

Las observaciones anteriores se representan por la expresion lim f ( X ): L, misma que se lee

X—>Xo

“el limite f ( x ) cuando x tiende a x, esiguala L.

Entre las propiedades de mayor importancia en el proceso de evaluacion de limites se
encuentran:

PROPIEDAD 1.3

UNICIDAD DEL LIiMITE
Silim f(x)=Lylim f(x)=M,entonces L=M .

X—Xg X—Xg




28 UNIDAD 1 PROCESOS INFINITOS Y LA NOCION DE LiMITE

La propiedad 1.3 asegura, si existe el nimero lim f ( X ) , entonces tiene un valor unico L,

X—=>Xp

por tanto, este valor no depende de la forma en que se efectle la aproximacion de x a X, .

Para evaluar limites de funciones algebraicas no debemos perder de vista la siguiente
propiedad.

PROPIEDAD 1.4

LIMITES BASICOS
Sea X, unnumero real, n es un nimero entero, entonces:

a.Si f(x)=k,entonces limk=k .

X—>Xg

X—=>Xp
b.Si f (x)=x, entonces lim x = x, .
X—>Xp
c.Si f(x)=x",entonces lim x" = x{ .
(x)

d. Si p( x ) es una funcién polinomial, entonces lim p (x )= p( x, ).

X—>Xo

PROPIEDAD 1.5

LIMITES DE FUNCIONES POLINOMIALES Y RACIONALES

Si r(x)= p(x) es una funcion racional, entonces 1im r(x ) ="1"2/ siempre que

q(x) - a(x% )

q( % )#0.

SECCION 1.2
BLOQUE 1
EJEMPLOS 1
1. lim E
x—>4 8

Eneste caso f ( x ):;,entonces lim L=t (;J:

Xx—4

@ |k

2. lim x.
x—13

f (x)=x,entonces lim x=f (13)=13.

x—>13
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3. lim 2x°.
Xx—>-1
Eneste caso f ( x )=2x?, entonces I|’m12x2:2(—1)2 =2.
X——
4 lim 23,
x—-44
1 3 . 1 3 1 3
Puesto que f (x )==x3, entonces Iim =x®==(-4) =-16.
4 x——4 4 4
5. Il’m(3x3—2x2—x+4).
x—>2
3
Si f(x)=3x®-2x%-x+4, entonces
3 2
I|'m(3x3—2x2—x+4):3(2] —2(2] —(2j+4=10.
x5l 3 3 3 3
3
2 2
6.En lim X —3X+9 ¢ (x ):X_ig’x_g,entonces
‘s X—3 X—-3
2
oo () A2)
O XT=3x+9 2 2 31
I 3 1 T 10
T
2
7.En lim L f(x):L luego lim 0 6 __%
x>-14X -3’ 4x -3 x> 14X -3 4( 1) 3 7
8. Si Il’mz(Sx—«/x2 +12 ) entonces f ( x )=3x—+/x*+12, asi
Il’mz(3x—x/x2+12 ):3(2)—\(2)2+12:6—4:2.
X—>
9.Si I|'m4(3x—ﬁXx—2 sea f(x) :(3x—x&Xx—2)y
X—>
)!in4(3x Ix N x=2)=(3(4)-/a \4-2)=
10. En lim / , luego Iim ox-1 \/5(1)_1: 41
x—>1\ X+3 \ x>1' x+3 1+3 4
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SECCION 1.2 BLOQUE 1 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha
1. lim7
X—>4
2. lim (3x+1).
x—>13( + )
2
3. lim 25
x—2 4x
4. lim | x2 -5x ).
xa—z( )

7. lim 2¥~1
x—>-15x+2
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8. Xll')ml(\/8x2 +1+X )

9. Iim(x+\MX3x+2 ).

x—0

10. lim | ——.
x>1\ X+3

La propiedad 1.6 presenta las propiedades operativas de los limites.

PROPIEDAD 1.6

PROPIEDADES OPERATIVAS DE LOS LIMITES
Si lim f(x)=L, y lim g ( x)=L, existen, entonces:

X—=>Xp X—>Xp
a. Homogeneidad lim (k )f (x )=(k )lim f(x)=(k)(L, ).
X=X X=X
b. Aditividad im[f(x)tg(x)]=L*L,.
X—Xg
¢. Producto: lim(fg)(x)=L-L,.
X—>Xp
d. Division: lim fix) = i siempre que L, #0.

x—>x0g(x) L2

SECCION 1.2

BLOQUE 1
EJEMPLOS 2

Uso de la propiedad 1.6.

1. lim (2x* +2)= lim (2x* )+ lim (2 ) Propiedad b.
x— -1 x— -1 x— -1
=(2 )x“j]l( x* )+ 2 Propiedad a.

=(2)-1)+2=4. Evaluacion.
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lim (x3 l) _
2 im X Tto2 Propiedad c.
x>-2X+4 lim (x+4)

X— =2

lim (x3 )— lim (1) (—2F-1 9 Propiedad b.

:x—>72 X—> -2 _ __Y
XI_'>”12(X)+XI_'>”12(4) (_2)+4 2 Evaluacion.

SECCION 1.2 BLOQUE 1 Nombre

EJERCICIOS
) Fecha

Desarrolla ilustrando el uso de la propiedad 1.6 (propiedades operativas de los limites).
1. lim (3x2 —2x+5).
X—> 2

2. lim (x—4)( x2—x+2).

x—0

3. lim x(x“—z4 )( X+2).

X—2
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Evaluamos limites de funciones en que basta con sustituir el nimero al que tiende la variable en
la regla de correspondencia de la funcién, sin embargo, no siempre funciona este método, puesto

que existen situaciones en que el proceso anterior conduce a la forma indeterminada o si éste es

el caso la siguiente propiedad puede ser de gran ayuda.

PROPIEDAD 1.7

COMPORTAMIENTO EQUIVALENTE ALREDEDOR DE x
Sean f =g enelintervalo I, x, €l y lim g(x ) =L, entonces

X—=>Xo

lim f(x)=1lim g(x)=L.

X—>Xp X—>Xo

La propiedad 1.7 garantiza: si dos funciones f y g tienen el mismo comportamiento
alrededor de x,, entonces
lim f (x)=1lim g(x)=L,
X—>Xo X—>Xo
y permite, que en el proceso de evaluar ciertos limites sea posible “simplificar las reglas de
correspondencia de la funcion” involucrada.

yA yA
g
f
, \ > /\ ([ A »
\ 7 \ 7
01 X,- 0 X Xg+ 0 X ! OF x-0 % X+ 0 X

Los elementos tedricos antes tratados la siguiente estrategia que es de gran utilidad para
evaluar limites.

ESTRATEGIA 1.1

Verifica que es posible aproximarse a X =X, , en caso afirmativo sustituya x=x, en f ( X ):
1.Si f (X, ) existe, entonces lim f (x ) =f (%, ).
X—>Xg

2.Si f (x, ) noexiste, entonces lim f ( x ) no existe.

X—>Xp

Si obtiene una indeterminacion de la forma 8 es posible que lim f ( x ) exista y deberas utilizar

X—>Xg

la propiedad 1.7.
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Las factorizaciones:

a’-b’=(a-b)(a+b),

x? +(a+b)x+ab=(x+a)(x+b),

a®+b®=(a+b)( a?—ab+b? ),

(a—b)( a®+ab+b? ),

=(a=b)( a™ +a™! +---+b"" ),

son de gran utilidad en la simplificacién de funciones y posterior evaluacion de limites.

SECCION 1.2

BLOQUE 1
EJEMPLOS 3

En todos los casos, la sustitucion x = X, en la funcion f conduce a la forma indeterminada 0’ por

tanto, el uso de la estrategia 1.1 puede ser util en la evaluacion del limite.

2 2 _
1. En la evaluacion de lim X —>% f(x)=" 5x _ x(x-5)
x>5 X—5 X-5 X-5

=X siempre que X#5,

2
., X°=5x .,
entonces lim =lim x=5.

x>5 X—9 X—>5

2. Para lim 9-X , se tiene f(x)=9 X =(3 X)(3+X)=3+x siempre que x =3,
x—>3 3—X 3-X 3-X
_ 2
entonces lim =1im (3+x)=6.
x—3 3-X x—3
2 2_ _ _
3.En lim M f(x):X 10X+24:(X 6 )(x 4):x—6,siempreque x#4,
x> 4 x—4 X—4 X—4
2_
asi fim X 10X 24y (x-6)=4-6=-2.
x— 4 X—= x— 4
4. Si lim 72)“7 , entonces f (x )= 2X+7 = X+7 _ 1 , siempre que
x> -7 X2 +8X+7 x2+8x+7 (x+7)(x+1) x+1
X+7 1 1

x # -7, por tanto, lim 5 = =-_,
x> 7 X" +8x+7 —-T7+1 6
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o (BN 2) (4, )

5.En lim se tiene f (x )= =
X—’Z\F x/7 ( Jx =2 JIx =42
siempre que x #-/2, entonces lim o X=2 Iim(x5+ J2 ): J2+42=22.
X*)Zx/;_,\/i X— 2
2
6.Si lim X2+87X+7,entoncesf(x) x*8x+7 _(x+1)(x+7) _x siempre
x> x? —6x—7 x2—6x—-7 (x+1)(x-7) x-
. X2 48x+7 x+7 -1+7 3
que x=-1, por tanto, lim —————=lim —— -
x>1x2 _Bx—7 x>1x-7 -1-7 4
7.En I|m75,entonces f(x)= 3X_5 = X2_5 = !
=5 x° ~125 x* =125 (x—-5) x? +5x+25) x2+5x+25
D X-5 1 1
cuando x =5, en consecuencia lim o= im ——
x>5x3 125 x5 x2 +5x + 25 " 75
8.Si lim M entonces
x—>0 X
f(X)_x/x+4—2_(«/x+4—2Xx/x+4+2)_ x+4-4 1
X x(/x+4-2) x(x+4+2) Ix+4+2°
siempre que x =0, luego, lim X442 i t _t .1
x>0 X x>0 /Xx+44+2 2+2 4
. 1 o e . . 1 1
9.En lim ——— la sustitucién de x, =2 en f conduce a la forma indeterminada ——— = =, por
w32 X—2 2-2 0
tanto, lim 1t no existe.
x—>2 X—
10.Si lim “X+2,entonces f(x):xXJr2 _ 1 , la sustitucién x, = —2 conduce a la
x>-2 X+2 X+2  /X+2
forma indeterminada E,entonces lim VX+2 no existe.
0 x>-2 X+2
M.Enlim % lasustiticionde x, =3en f (x)=© _da Tylim ©
x—>3(X—3) (X—3) 0 X—>3(X—3)
no existe.
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SECCION 1.2 BLOQUE 1 Nombre

EJERCICIOS
3 Fecha

Evalua el limite propuesto o concluye que no existe.

1 0im %71
x—1 X7 =1
2

2. lim X =24

o5 X2 +2x—15

2
3. lim &9t 14
t—>7 t—7

. t?+6t+9
4 lim LMY
t> -3t +7t+12

2
5. lim * X
x—>-3 X+3
3_
6. lim & 27

. t—>-3 t+3
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7 lm DX
x—»>-1 X +1
2_
8.lim X1
x—1 X—l)
2_
e
x—>1(X—1)
2_
10, lim X ~10x+12.
x—-5 X°+3x-10
TR
s—>4S°—16
2_
12.0m 1
x>1 X“+X-2
2_
13, 1im X =2
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 wi-4w+4
14, lim TR

w— 2 w: -4
15 limm 6x° —4x* +3x2 —9x+4

o1 X o8xd4ox—2
16, lim 5x* +x3-2x-76

. X— -2 X3—2X2+X+18 .

2

17. lim X =%=6

x—3 X—3
18, lim x3 +4x% —x-10

. X— =2 X+2 .
19. lim 4x3 —8x% +11x—4

1 2x-1
2

X—




273272 —47+16
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20. lim
7-5 -2 z+2
4_ 3_ 2
. lim 22 "% -
751 2z2-1
2
4 —
22, lim 2. *92=6
z—>1 z-1
2 J—
23, lim 2L 170
(>3 27 ~5t+3
2_
2. lim "4

-2 3t2-10t-8
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2
25, lim 20171
H%Zt +3t-2

4t% +5t-6

26. lim 5
16t -9

t—

njw

3_
27.1im X 71
x—>1 X" =1

28. lim

t2 + 64
m .
t—> -4 t+4

ut-16
m .

u»1 U- —




31.

) vZ-9
lim N
v>3V-—=5v+6
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32.

. v2-16
lim .
vo4 AV =2

33.

lim 5x3 +8x2
x—0 3X4 —:|.6X2 .

34.

35.

36.

h—>0 2h
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37.
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lim

h—3 h-3

38.

x—2

X— 8 X—8

39.

ho27 h=27"

40.

lim

h
hoo-/h+36—-6

41.

Iim 7h+4_2

h—0 h

42,

3/ _
Iim M

h—0 h

/2h+3—-h
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LIMITES CUANDO LA VARIABLE TIENDE AL INFINITO

ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE

Presentamos los elementos tedricos suficientes
que justifican los procesos utilizados en la
evaluacion de limites que sirven como ejemplo
para que el alumno evaliue otros de dificultad
equivalente.

Ya dimos significado a la expresion lim f ( n )= L, en términos de los “procesos infinitos”,

n—+
sin embargo, fue impreciso y se encuentra en el contexto de los procesos discretos. Ahora
estableceremos el significado de las expresiones
lim f(x)=Lylim f(x)=L,
X—>+ 0 X—>—©
expresiones cuando la variable x es continua.
Revisemos la terna de figuras:

YA YA YA

{ f f
L+¢ L+¢ L+¢

K K K

v
v

Nota que a partir de la linea recta vertical de ecuacién x=K (K >0) la curva asociada a la funcion
f se encuentra contenida en la franja (amarilla) del plano cartesiano determinada por las lineas

rectas de ecuaciones y=L—& y y=L —¢&, sin embargo, al disminuir el nimero ¢, la franja se
hace mas angosta y la linea recta vertical x=K se desplaza a la derecha, conservandose ya

sefialado. Este hecho se escribe formalmente:
Sea f una funcion definida en un intervalo no acotado 1, diremos que f tiene limite en +oo,

si existe un numero real L, lo que escribimos como lim f ( x )=L, si para el nimero real >0,

X—>+ 0
existe un nimero real K >0 de manera que si x e dom( f )y x> K, entonces
f(x)-L|<e.
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Anélogamente, en el siguiente grupo de figuras observamos:
Ay Ay Ay

] f f
L+e L+eg

__/ P— L+e¢ R /

A

X A
<A
o
x
o

K K K

A partir de la linea recta vertical de ecuacion x=K (K <0) la curva asociada a la funcion f
se encuentra contenida en la franja del plano cartesiano que determinan las lineas rectas de
ecuaciones

y=L-gyy=L-g,
al disminuir el numero ¢, la franja se hace mas angosta y la linea recta vertical x = K se desplaza
alaizquierda. Este comportamiento se escribe formalmente:
‘Sea f una funcién definida en un intervalo no acotado | , diremos que f tiene limite en — oo, Si
existe el numero real L, (lo que escribimos como
lim f(x)=L,

X—>— o0
si para el nimero real £>0, existe un nimero real K <0 de manera que si xedom( f )y
x < K, entonces

f(x)-L|<e”
equivalente a
lim f(x)=L

La propiedad 1.8 presenta algunas de las consideraciones a seguir en la evaluacion de limites
al infinito.

PROPIEDAD 1.8

COMPORTAMIENTO DE x" CUANDO r >0.
Si r>0 es un nUmero racional y k un numero real, entonces:

a. lim L:Oy lim L:0.

x—+0 ¥ x——0 ¥

b. Si x" esta definido, entonces Iim ﬁrzo_

X—>—0 X

La evaluacién de los limites

ag +aX+a,x’ +---+a,x" ay +aX+a,x’ +---+a,x"

lim 5
x— +o0 Dy + 0 X+D, X +---+ b X
(donde n y m son numeros enteros) se realiza a partir de la propiedad 1.9.

o bien lim

m x> —0 0y + DX+, +---+b X"
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PROPIEDAD 1.9

DE LOS TERMINOS LiDERES
a.Sea f(x)=a,+ax+---+a,x" con a,x" de término lider, entonces

lim f(x)=lim ax".

X—> +00 X—> 400

b. Si f y g son funciones polinomiales con términos lideres a,x" y b x™ respectivamente,

f(x) . ax" f(x):lim ax"

entonces lim = lim , asi mismo, lim .
x—>+oog(X) x—>+oome X—>—00 g( ) x—>—oome

Las propiedades 1.8 y 1.9 fundamentan la “estrategia 1.2".

ESTRATEGIA 1.2

1. Verifica que f esté definida para asignaciones “extremadamente grandes” a x .

2. Selecciona los términos dominantes, del numerador y del denominador.

a. Si el término dominante del numerador es de menor potencia que el término dominante del
denominador, entones el limite de la funcion es 0.

b. Si ambas términos dominantes tienen igual potencia, entonces el limite de la funcion es el
cociente de los coeficientes de los términos dominantes.

c. Si la potencia del término dominante del numerador es mayor que la potencia del término
dominante del denominador, entones el limite de la funcién no existe (recuerda que esto se
representa por +oo 0 — o).

SECCION 1.2

BLOQUE 2
EJEMPLOS 1

r=3.5>0, entonces lim i:O.

1. En lim ,
X—> +00 X35 X—> +o0 x>°
2.Si lim (—%),entonces r=5>0y lim (—1?):0.
X— —o0 X X—> —0 X
3.Si lim entonces r = L “>0ylim —==0
X—> 400 \/7 5 X—> 400 \/7 .
4. En lim ——O x <0, también r—1 por tanto, lim i—0
X—> ooE{F ’ , 5, ’ x—>—oo5\/; .
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5. Si lim (_]ézj,entonces r=6>0, por tanto, lim (_1(32}:0.

x— -\ X x—>-o\ X
I
 Ix*+2x-4 . .
6. Paraevaluar lim —————— nota que los términos dominantes son 7x% y 3x, por tanto
x40 3X°—9
T 2x—4 T T T
lim — ————=1Ilm —=1lm _=_.
x—+0  3X°—9 Y40 3X Yoo 3
I
) 8x -5 _— : 2
7. Para lim ————— los términos dominantes son 8x y 3x“, entonces
x—>+0 3XT + X +1
. 8x—-5 . 8x . 8
lim ————=Ilim —=Ilim _—=0.
X—>+00 3X +X+1 X—>+00 3X X—>400 3X
I
. 6x 42 . . A
8. En lim , los términos dominantes son 6x” y 2x, entonces
X—>+00 X—=
_oex*+2 . 6x* 6, 3
lim =lim ——=_1lim X° =+,
X0 2X—T1 X0 2X 2 x>
I

3 2
9. En la evaluacion de lim (2x—1)3(x+2) (32)(_6)
X—>—o0 x3(3x+2)
luego utilizamos los términos dominantes,
(2x—1)3(x+2)2(2x—6):“,m (2x)3(x)2(2x):"m 16x° _ 16
X

, primero se desarrollan los productos y

lim —
X—>—0 X3(3X + 2)3 X——o 3(3X )3 X—>—0 27X6 27
10.En lim M los términos dominantes son ~/x y —+/x ,
X—>+00 4—\/;
lm XTXEO
X—>+00 4—‘\/;
. X+/X++/8 g
11. Si lim +—+( , observa que -/x no esta definida si x <0, entonces
X—>—00 3—’\/;
lim [ XTUXEAe [x+8 no existe.
X—»—00 3_\/;
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SECCION 1.2 BLOQUE 2 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

. bx342x?
o lim &/ ==
X—> +00 2X+3

. 4x® 2%
. lim .
x— +o0 2X° +X—=1

. =53+ 2x% -4
. lim ,
X—> +00 2X+3
. 2x345x+2
o lim =& T 7

x> -0 BXZ+X

.38 +3x3+2
. lim —
x— +0 IX° +4Xx—3

. lim (—8x3+4x—4x6 )

X—> —o0
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2
. X“+X-2
7- Ilm 27-
x—> 40 X°+4X—6

3/81x° —4x+6

8. Ilim 5 .
X—> 400 X° -3
3
9. lim 2X° +5x+2

xos -0 AX5 +6X2 =2

5
0. im
x> +o0 X© +2X°+4

. tim (XL (2x53)
xomm X (2x+1)?

2
12, Iim (3x+1) (x—2)(x+1).
X—>—o0 x3(2x2+1)2
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x(x+1)3x+3) |

13. lim :

x>- X(2X+X+1)

x(2x—1)2x+1)x+3)

14. i
s x(x2+x+1)3
15, lim x(x2—1Xx2+lXx+2)2
o x(x2+x+1f |

6. lim LAXHAXE0

X—> 400 4 - \/&

17 1im x/x2+1+x/x2+9.

X—>+00 Z{IX3 +X =X

18. lim Jx3+3x + 43
“xsto 3[y2 5 '
Ux?+3+8/x
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Si lim f(x)=+oy lim g(x)=0,entonces lim [ f(x)-g(x)]=+w-0,
X—> Xg X—> Xg X—> Xg

pero el “producto” + -0, sin embargo, por medio de un procesos algebraicos podemos rescribirlas

“ 0 + w ” H r . .
en la forma 0 y ——"por lo que puede ser posible evaluar el limite correspondiente.
+ 00

SECCION 1.2

BLOQUE 2
EJEMPLOS 2

. X2 x3 . x3+3x% —x* —2x3
lim —— |=Ilim
L X+2 X43 | youe (x+2)x+3)

) —x* —x* +3x? . x4
= lim =lim —— =-o0

X—>+0 X2+5X+6 x—+0o X
. 1 5 , 1 X—3 , 1 1
2. lim + =lim| — | —= |=lim —— ==,
xo3| X=3 (x+3)3-x)| w3l x=3 A\ x+2) ,,3x+2 5
3. lim i— 21 =lim =lim Lz:+oo
xoao] X—1 X =1 x—+o| X — x—+o X

[ x-1  x+5 X2 -2x-1-(x+5) . x*-3x+4 4
4. lim - = lim =lim ————=——, portanto, no
w3l X—=3 x*—4x+3 | o3 (x=-3)x-1) x>3 X2—4x+3 0

existe.

5.
im | (x+7) L [ogm [OTS gy [rlaxrde o [xP 1
X—> +00 \/4)(2 +3 X—>+oo\ 4X2 +3 X—>+oo\ 4-X2 +3 X—> +00 4X2 2

6. lim (/x+5-1)= Iim (51 xeat) o x+d

|
= 1lim 400,
|

X0 X—>+00 AIX+5+1 X—>+0 4 [X+5 41

. = lim ——=1.
X—>400 X—>+00 /X2+2+X X—>+0 /X2+2+X
x? +1-16x>

N . (\/x2+1—4x X«/x2+1+4x) .
8. lim |/x“+1-4x |= lim =lim ~—— """ ——w
Xoo Xoo X% +1+4x x>t %2 11+ 4x

2 2
7. tim (xZ2—x )= fim (2 v2-x |2 v2+x) ,
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SECCION 1.2 BLOQUE 2 Nombre

EJERCICIOS

Fecha

3
3 ||'m( 2 —2x].
X—=>+oo| X +4
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x3 NG
4. lim - )
X—>+00 2)(2 -1 2x+1

5. lim (Jx3 +2 %8 —2).

X—>+00

6. lim (/x+1-1).

X—>+0

7. lim (\m—x )

X—>+00
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8. Iim (\m—m )

X—>+00

9. lim (\/i X+1)x+2)-x )

X—>+00

10. lim («/x2+x+1—x )

X—>+00

11. lim («/x2 +2x+1-x )

X—>+00
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12. lim (J3x+1—x/4x—1 )

X—>+00

13. lim (x/x3 +Ax —/X® —4x).

X—>+00

14. lim (\/m—xz )

X—>+00

FIN DE SECCION




EVALUACION DIAGNOSTICA

Sugerimos al lector responderla al inicio de la
unidad o tema para medir su nivel de
conocimientos

NUMEROS REALES
1. ¢ Qué numeros se utilizan para contar?

2. ; Qué nimeros se utilizan para medir?

3. ; Codmo se define el conjunto de los numeros racionales?

4. La union de los numeros racionales y los numeros irracionales constituyen el conjunto de los
numeros.

5. La divisidén de numeros reales no esta definida cuando el denominador es el nimero.

6. ; Qué numeros no tienen raiz “enésima par’?

7. ¢ Qué significa (geométricamente) que el nUmero x sea menor que el niumero y ?

8. ; Qué establece la ley de la tricotomia?

9.Si x y y son numeros reales tales que x-y =0, entonces podemos concluir:

10. Si x es un ntmero real distinto de cero, entonces podemos concluir que x?:
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11. ;Como se escribe "/x™ es términos de una potencia fraccionaria?

12. Si a<b, ;podemos concluir que a® < b?? Explica.

VALOR: Un punto por pregunta (maximo 12 puntos)

POTENCIA ENTERA DE UN BINOMIO Y FACTORIZACION
1. Enuncia la propiedad distributiva de los numeros reales.

2. Desarrolla (a+b )" si:
a.n=2.

3. Factoriza x" — y" suponiendo que:
a.n=2.

4. Factoriza x —y suponiendo que:
. ( Jx =1y ) es uno de los factores.

[+
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b. 3/x —3/y es uno de los factores.

c. 4/x =4y es uno de los factores.

d. 3/x —2/y esuno de los factores.

VALOR: Un punto por pregunta o un punto por inciso (maximo 12 puntos)
FUNCIONES
1. ¢ Qué partes constituyen a una funcion real de variable real?
2. ; Coémo se define el dominio de una funcién real de variable real?
3. ;Qué condiciones deben cumplir dos funciones para ser iguales?
4. ; Qué es la imagen de un nimero bajo una funcién?
5. ¢ El dominio de una suma de funciones tiene como dominio a?
6. ¢ El dominio de una division de funciones tiene como dominio a?
7. $Como se define una funcién polinomial?

8. Proporciona dos ejemplos de familias de funciones polinomiales.

9. Proporciona dos caracteristicas de las funciones senoidales.
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10. Proporciona dos propiedades de una funcién exponencial.

11. La funcién inversa asociada a la funcién exponencial natural es la funcion.

12. El dominio de la funcién logaritmo natural es:

VALOR: Un punto por pregunta (maximo 12 puntos)

ESCALA

© ,
ESCALA DE ACREDITACION
(SUFICIENTE Y NO SUFICIENTE)

SUFICIENTE: 21 O MAS PUNTOS
NO SUFICIENTE: 21 O MENOS PUNTOS

RESPUESTAS

RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS
DEL EXAMEN DIAGNOSTICO

NUMEROS REALES
1. NUmeros naturales.
2. los numeros reales positivos.

3. El conjunto de nimeros de la forma g donde p y g sonnumeros enterosy q=0.

4. Reales.

5. Cero.

6. Los numeros negativos.

7. Enla recta numérica x ocupa una posicion a la izquierda que la posicion del numero y .

8. Que dados dos numeros x e y reales se cumple unay sélo una de las afirmaciones
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X=Y,X>y 0X<Y.
9. x=0y y=0,0bien x=0, y=00 x=y=0.
10. Es un nimero positivo.

m
11. x" .
12. No se cumple para nimeros negativos

POTENCIA ENTERA DE UN BINOMIO Y FACTORIZACION
1.c(a+b)=a-c+b-c.

(a+b ) =a®+2ab+hb?.
(a+b )’ =a®+3a%h+3ab? +hb°.

(a+b)* =a* +4a’b+6a’b? +4ab* +b*.

T o DN

o ® wo
X
|

» P~ o o
w

o
x
|
‘< < <
Il
\—/ /—\/—\/\

- &W)(FMTF ff syt elyt ).

o
—~ X
x
|
<

FUNCIONES
1. Dominio recorrido y regla de correspondencia.
2. El conjunto de nimeros x tales que f ( x ) existe.

3. Tener el mismo dominio y la misma regla de correspondencia.
4. Laimagen del nimero x, en el dominio de la funcion es el nimero f (X, ).

5. La interseccion de los dominios de las funciones.
6. La interseccion de los dominios de las funciones menos los numeros X, (en el dominio de la

funcion divisor) tales que  (x, )=0.
7. Aquella con regla de correspondencia f ( x )=a, +a,x+---+a,x", siendo n un nimero

enteroy ay, ...a, numeros reales.

59
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8. Lineales y cuadraticas.

9. Son periddicas y pueden tener una fase.

10. Su dominio son los numeros reales y su base es positiva.
11. Logaritmo natural.

12. El conjunto de los numeros reales positivos.

BIBLIOGRAFIA
DE APOYO

SINO APROBASTE EL EXAMEN DIAGNOSTICO LA REVISION DE
LOS SIGUIENTES DOCUMENTOS PUEDE AYUDARTE.

1. Purcell, E. (2007). Preliminares. Célculo diferencial e integral. Novena edicién (pp. 1-54). MEXICO,
Pearson Educacion.

2. Stewart, J. (2012). Fundamentos. Precalculo Matematicas para el calculo sexta edicion. (pp. 1-
130). MEXICO, CENGAGE LEARNING.

FIN DE SECCION



EVALUACION 1 EVALUACION DE
—— ° LA UNIDAD 1

— / PROCESOS INFINITOS Y LA NOCION
DE LiMITE

CONCEPTOS
1. ¢ Qué es un proceso?

2. ; Cuando se dice que un proceso es infinito?
3. ; Cémo indicas que un proceso finito tiene limite?
4. ; En qué condiciones converge una serie geométrica?

5. Si pretendemos que los “niimeros X sean cada vez mas proximos al numero X,”, ¢qué debemos

hacer con el numero § en (X, =&, X, + 6 )?

6. /Qué condicion debe cumplir el nimero & para que en el intervalo de numeros reales
(Xo =&, %, +3 ) los “nimeros x nunca sean iguales al nimero x,"?

7. ¢ Qué debemos hacer con el nimero & en el intervalo de nimeros reales (L—¢&, L+ ), si
pretendemos que los “nimeros f ( X ) sean cada vez mas préximos al numero L ™?

8. Enuncia la propiedad de unicidad de los limites.
9. Enuncia la propiedad de homogeneidad de los limites.

DESARROLLOS OPERATIVOS
1. Evalua los limites.

a. IimxX_B.
x=>9 X—9
4_

b. lim X_~16
x—>2 X—2

. 2x* —3x% —5x+2
c. Iim 2 .
X—> +o0 X" —2X+3
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2
d. 1im 3X°+2x+1

x>+o 4x3 _2x+1
PARA PENSAR
1.
a. Expresa el nimero decimal periédico 013 como un proceso de “suma infinita”.

b. Determina el total del proceso de “suma infinita” del inciso anterior.

c. Clasifica el proceso de “suma infinita” en términos de su finitud.

2. En el proceso de suma infinita T = ;+ 411+ ; +---, determina el valorde T .

3. Se recorre un camino como lo muestra la figura.

M

Las trayectorias forman partes de cuadrados. El cuadrado externo tiene lados de longitud 50 metros.
La distancia entre paredes consecutivas (verticales u horizontales) es 2 metros.

a. Construye un modelo que describa la longitud de la pared construida (una vuelta) en funcién del
numero de etapa.

b. ;Como se clasifica el proceso “longitud de las paredes por etapa”?

4. Se deja caer una pelota desde una altura de 20 metros. En cada rebote la pelota pierde el 15%

de su altura.
a. ;Cual es el modelo (funcién d ( n )) que describe la distancia que recorre la pelota en funcién del

numero de rebote?

b. Supdn que d ( n ) representa la distancia recorrida por la pelota en el rebote n, ¢qué significa
lim d ( n )?, ¢tiene sentido la expresion anterior? Explica.

nN— +oo

5. Considera el proceso:

Etapa 1: se elige una casilla de un tablero de ajedrez y se le coloca un peso.

Etapa 2: se elige una segunda casilla del tablero de ajedrez (distinta a la de la etapa previa) y se le
colocan dos pesos.
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Etapa 3: se elige una tercera casilla del tablero de ajedrez (distinta a la de la etapa previa) y se le
colocan cuatro pesos.

El proceso continta hasta que han sido seleccionadas todas las casillas.

a. Determina el modelo que proporciona el nimero de pesos asignados a una casilla en la etapa n.

b. ; Cuantos pesos son necesarios una vez que han sido seleccionadas todas las casillas?
c. Clasifica el proceso de acuerdo con la teoria desarrollada en la seccion.

6. Sea el proceso infinito que consiste en:
Con palillos, construye la secuencia de figuras que se muestran a continuacion:

a.Si P ( n ) representa el numero de palillos en la etapa n, determina la relacion que proporciona
el numero de palillos utilizados en la etapa n del proceso.

b. Si n crece indefinidamente, ¢qué ocurre con P (n )?

c. Clasifica el proceso de acuerdo con el tltimo parrafo de la presente seccion.

7. Sea una region cuadrada con longitud de lado uno. Considera el proceso:

Etapa 1. Utiliza segmentos de recta para unir los puntos medios de los lados de un cuadrado de lado
1, dando origen a otro cuadrado.

Etapa 2, Une los puntos medios de los lados del cuadrado obtenido en la etapa anterior para asi
generar otro cuadrado.

Etapa 3, Une los puntos medios de los lados del cuadrado obtenido en la etapa anterior para asi
generar otro cuadrado.

a. Construye modelos para A(n )y P ( n ), si representan respectivamente, el area y el
perimetro del cuadrado obtenido en la etapa n.

b. ¢Qué ocurre con A(n )y P (n) sielnimero de etapa n se incrementa indefinidamente?

c. Clasifica los procesos de acuerdo al ultimo parrafo de la presente seccién.
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PROCESOS INFINITOS Y LA NOCION
DE LiMITE

v/
X
X
v/

CONCEPTOS

1. Conjunto de etapas que conducen a un resultado.

2. Si se puede establecer una relacién uno a uno con el conjunto de los niumeros naturales.
3. 1im f(n)=L.

n—ng
4. Cuando la razén r tiene un valor mayor que cero y menor que uno (0<r <1).
5. Disminuir su valor.
6. Que sea positivo (mayor que cero).
7. Disminuir su valor.
8. Si lim f (x)=Ly lim ¢ (x)=L,,entonces L, =L,.

x> X %

9.SicelRy lim f(x)=L,entonces lim cf (x)=c lim cf (x )=c-L.

X— Xg X— Xg X— Xg

DESARROLLOS OPERATIVOS
1. a. l.b. 24.c.g.d. 0.
6 7

PARA PENSAR
1.a.013= 13 + 13 + 13 +--- b. E.c. Proceso infinito con suma finita.
100 10000 1000000 99
2.T=1.
3.a. L(n)=-8n+206, 1<n<25.b.Proceso finito con resultado finito.
4.a.d(n)=20(0.85)".b. lim d(n)= lim 20(0.85)" =0. La pelota se detiene.
n— +oo n— +oo
5.a p(n)=2".b. 2" +---+ 2% ¢. Proceso finito con total finito.
6.a. P(n)=3n+1.b. lim p(n )=-+o.c.Proceso infinito con resultado infinito.
N— 400
1Y 1Y)
7.a A(n )=( 2) ,P(n )=4{ \EJ .b. A(n)—0y P(n)—0. c. Procesos infinitos

con resultado finito.
FIN DE SECCION
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Y LA
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HBEOQUEN HIHIHIHIHIHIHIHIHIHIHIHHIHIHE I

SECCION 1.1

POTENCIA DEL NUMERO
r (positivo y distinto de 1)

1 0.1 0.2 0.5 0.9
3 0.001 0.008 0.125 0.729
5 0.00001 0.00032 0.03125 0.59049

10 0.0000000001 0.0000000102 0.00097625 0.3486794401

0 0 0 0

2. Conforme n se incrementa f (n ) se aproxima a cero.
3. lim(01)"=0, 1lim(0.2)" =0, lim(05)"=0y lim(0.9)" =0.
X—>+00 X—>+00 X—>+00

X—>+00

4,
n | f(n)=(2)" | f(n)=(4)"] f(n)=(10)"| f(n)=(20)
1 2 4 10 20
3 8 64 1000 8000
5 32 1024 100000 3200000
10 1024 1048576 10000000000 | 1024000000 0000
Lo + o + +

5.Si n seincrementa f (n ) se crece o aumenta.
6. lim(2)" =+, 1lim(4)" =+, Iim(10)"=+0y 1im(20)" =+o.
X—>+00

X300 X—3+00 X—>+0
CIERRE
7.Si 0<r<1 entonces lim r" =0.
X—>+00
Si r>1 entonces limr" =+o.

X—>+0

Fin de actividad <=
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SECCION 1.1

TOTAL DE UNA SUMA

GEOMETRICA
INICIO
1. a+ar+ar®?+ar®+---+ar"tconr>0, r=1y a=0.
DESARROLLO

2. rS=ra+ar®+ar3+---+ar"

S—rS=a+ar+ar’+ar®+-.-+ar"* —(ar+ar2 +ar®+...+ar” )
3

3.
—a+ar+ar’+ar®+...+ar"* —ar—ar® —ar* —-..—ar"

4. S—rS=a-ar"

1-r"
5.S=a .
1-r
2 3 n-1 1-r"
6. S=a+ar+ar-+ar’+---+ar’" =a
1-r
2 3 1
7.S=a+ar+ar” +ar’+---=a——,
1-r
CIERRE
: . " 2 3 g 11"
8. a. Si n es un nimero entero positivo, entonces a+ar+ar® +ar’ +---+ar =a17.
—-r
. 2 3 1
b. Si n— +o0, entonces a+ar +ar” +ar +---:aﬁ,

Fin de actividad <=

SECCION 1.1 BLOQUE 1
EJERCICIOS 1

9 9 9 9

atl.09->4 9,9 . 9 ..
10 100 1000 10000
a
2. ”*1:i,a:gyr:i.
a 10 10 10

n
3. 0.9 =1 proceso infinito con resultado finito.

b.1. A(n)=1- 1, Il'm[ -1 j = @ proceso finito con resultado finito.
2" 2" 64

n—6

N—+00

3. lim [ 1- zln ] =1, proceso infinito con resultado finito.
c.1.N(n)=2" 2 |irT1]0( 210 )=1024, proceso finito con resultado finito.
n—

3. lim 2" =00, proceso infinito con resultado infinito.
N— +oo
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d.1. L(n):[gjn.z r!'lns(g)n

3. lim 2™ =0, proceso infinito con resultado finito.

n— +o0

PROCESOS INFINITOS Y LA NOCION DE LIMITE

= 2 , proceso finito con resultado finito.
243

e. 1.
SEGMENTOS | LONGITUD TOTALDELOS | LONGITUD
ETAPA | RECTILINEOS | SEGMENTOS RECTILINEOS | ELIMINADA
" S(n) H(n) L(n)
1 1 2 1
3 3
2 4 4 >
9 9
3 8 8 9
27 27
4 16 16 65
81 81
2\" 2\"
n n 2 1-| ©
2 (3J (sj

2. lim S('n )=+, proceso infinito con resultado infinito.

nN— +oo

3. lim H (n)=0, proceso infinito con resultado finito.

nN— +00

4. lim L(n)=0, proceso infinito con resultado finito.

nN— +oo

f.1.

ETAPA PERIMETRO | AREA

n p(n) | A(n)
1
1 1+-/2 ~
4
1
2 1+-/2 8
3 2 | E
1+ 16

1 n+l
| w2 ([

2. lim p(n)=1+-/2, proceso infinito con resultado finito.

n— 4o
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3. lim A(n)=0, proceso infinito con resultado finito.

n— +oo

?.
TRIANGULOS , AREA TOTAL
ETAPA | soMBRADOS AGREGADOS | AREATOTALSIN SOMBREADA
A SOMBREAR A(n )
N(n) s(n)
L 1 3 1
4 4
9 7
2 3 = -
27 37
3 ; m 64
3" 3"
n n-1 e 1_ —
3 ( 4 J ( 4 )

2. lim N ('n)=+o0, proceso infinito con resultado infinito.

n— +o0

3. lim A(n)=0, proceso infinito con resultado finito.

nN— +o0

4. lim S(n)=0, proceso infinito con resultado finito.

n— +oo

SECCION 2.1

SECCION 1.2 BLOQUE 1
EJERCICIOS 1

1.7.2.40.3.1.4.14.5. —6.6. —170.7.1.8. 2.9.2.10. %

SECCION 1.2 BLOQUE 1

EJERCICIOS 2

1. Propiedad c. Propiedad b. Propiedad b. Evaluacién 13.

2. Propiedad b. Propiedad a. Evaluacion 8.

3. Propiedad d. Propiedad b. Propiedad a. Evaluacion 0.

4. Propiedad d. Propiedad b. Propiedad a. Evaluacion no existe.

5. Propiedad b. Propiedad d. Propiedad b. Propiedad a. Evaluacion 152
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SECCION 1.2 BLOQUE 1

EJERCICIOS 3

1. % 2. No existe.. 3. 9. 4. 0. 5. No existe. 6. No existe. 7. No existe. 8. No existe. 9. No existe. 10.

No existe. 11. —;. 12. 2 13.3.14.0.15. _1.16. —@. 17.5.18. —5.19. 3. 20. 28 . 21. 187

22.9.23.7.24.?.25.2 26. 1% 27, 2 28. 6.29. 48 . 30. 175 31.6.32,32.33. - 34.;.
% > L 3, 1T 37, - 2.38.12 ) 21 40. 12 . 41. 1 42, i
\
MMEM ERIIGIRIGIGIGIR ||||| |||||'|'||'||'|'||||
SECCION 1.2 BLOQUE 2
EJERCICIOS 1
9

1. +90.2. +00.3. —0. 4 —o .5, %.6. “%.7.1.8.0.9. %.10. _311. %.12. 0.13. - 14,
0.15.1.16. ©.17. 0.18. +oo.

SECCION 1.2 BLOQUE 2
EJERCICIOS 2

1.0.2.0.3.0.4. Z.5. 0.6. +%.7.0.8. —«.9. 3.10. %.11.1.12. +0.13.0.14. — .

Al
O
[EEN

FIN DE SECCION
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EL CONCEPTO DE
DERIVADA,
VARIACION

Y

RAZON DE CAMBIO

CONTENIDO

SECCION 2.0 Presentacion
SECCION 2.1 Cambio y razén de cambio promedio

SECCION 2.2 Cambio instantaneo, concepto de derivada

SECCION 2.3 Evaluacién diagnéstica
SECCION 2.4 Evaluacién de la unidad
SECCION 2.5 Soluciones

Al finalizar la unidad:

el alumno interpretara el
concepto de derivada a
partir del analisis de la
variacion y de la razén

de cambio, al resolver
problemas en diferentes
contextos cuyos modelos
sean funciones
polinomiales.
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&

J

Rz | PRESENTACION

La Unidad 2. “EL CONCEPTO DE DERIVADA, VARIACION Y RAZON DE CAMBIO” atiende el
proposito:

Al finalizar la unidad, el alumno interpretara el concepto de derivada a partir del analisis
de la variacion y de la razon de cambio, al resolver problemas en diferentes contextos cuyos
modelos sean funciones polinomiales.

Los aprendizajes y la tematica propuestos se encuentran clasificados en dos secciones de titulos:

2.1 Cambio y razén de cambio promedio, que incluye:

1. Dos bloques.

2. Tres secuencias didacticas.

3. Cinco bloques de ejemplos resueltos.

Dos bloques de ejercicios propuestos.

2.2. Cambio instantaneo, concepto de derivada, incluyendo:

1. Dos bloques.

2. Una secuencia didactica.

3. Cuatro bloques de ejemplos resueltos.

4. Cuatro bloques de ejercicios propuestos.

Ambas secciones se desarrollan en bloques y cada uno de ellos contiene:

1. Titulo

2. La estrategia de aprendizaje para su desarrollo.

3. Breve introduccion sobre la importancia de la tematica.

4. Los elementos tedricos basicos de los contenidos tematicos y aprendizajes que sefala el
programa de estudios.

5. Definiciones basicas (y formales) de los conceptos relevantes.

6. Secciones de ejemplos cuidadosamente seleccionados y resueltos con todo detalle.

7. Secuencias didacticas con:

i. Los tiempos didacticos pertinentes (inicio, desarrollo y cierre), que guian al lector en la
construccion y/o formalizacion de propiedades (puede ser un aspecto tedrico o metodolégico).

8. Propiedades (teoremas inherentes a la tematica de la disciplina).
9. Secciones de ejercicios propuestos.

También incluye:

La seccion de evaluacion diagnéstica, con:

i. Un examen de evaluacion diagnostica (que el estudiante debe responder), con la correspondiente
escala de acreditacion.

ii. Las respuestas a las preguntas del examen diagnostico y una bibliografia de apoyo a aquellos
alumnos que no lograron aprobar el examen.
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La seccion de evaluacion de la unidad, con:

i. El examen de evaluacion de la unidad (en la taxonomia de: conceptos, desarrollos operativos y
problemas que requieren un mayor grado de razonamiento).

ii. Las respuestas a la evaluacion propuesta.

La seccion de soluciones, con:

i. Las soluciones de las secuencias didacticas propuestas.

ii. Las soluciones de los ejercicios propuestos.



SECCION 2.1 CAMBIO Y RAZON
DE CAMBIO PROMEDIO

APRENDIZAJES TEMATICA

1. Reconoce en diversos contextos la va- En diferentes contextos,

riacion y la razon de cambio en funciones variacion y razén de cam-

lineales. Explica el significado de la razén bio promedio e instantan-

de cambio y verifica que es una constante, nea en:

a través de procesar la informacion de las

situaciones planteadas. 1. Funciones polinomiales
de grado no mayor a tres.

2. Reconoce en diversos contextos la va-

riacion y la razén de cambio de las funcio-

nes cuadréticas en un intervalo dado, a

través de procesar la informacion de las

situaciones planteadas.

3. Reconoce en diversos contextos la va-
riacion y la razén de cambio de las funcio-
nes cubicas en un intervalo dado, a través
de procesar la informacién de las situacio-
nes planteadas.
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VARIACION Y RAZON DE CAMBIO EN FUNCIONES
POLINOMIALES DE HASTA GRADO TRES

ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE

Por medio de preguntas especificas se guia al
alumno para que establezca la razén de cambio
promedio y la razon de cambio en situaciones
que conducen a modelos de comportamiento
descritos por funciones polinomiales de hasta
grado tres.

Las funciones son los “modelos matematicos” basicos en la descripcién de situaciones o
problemas con caracteristicas variables. El concepto de funcion ha alcanzado tal importancia, que
incluso muchas ramas de la matematica se caracterizan por el tipo de funciones que estudian, en la
presente unidad los conceptos que desarrollaremos estaran vinculados con funciones constituidas
por dos variables.

DEFINICION 2.1

FUNCION

a. Una funcién real de variable real es la relacién f existente entre las variables X y Y de
manera que cada asignacion numérica hecha a la variable X asocia un nimero real a la variable
Y.

b. El conjunto de todos los nimeros asignados a la primera variable (en los que el modelo tiene
sentido) se denomina dominio de la funcion; la variable recibe el nombre de ‘“variable
independiente”. La forma o criterio con los que son transformados se denomina regla de
correspondencia (o variable dependiente).

c. El conjunto de todos los nimeros transformados es el recorrido (conjunto imagen o rango) de la
funcion.

X

¥

Bp (%)
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A partir del modelo que describe el comportamiento de una situacion, sigue determinar sus
caracteristicas, tales como: la forma en que cambia, cuél es valor mas pequefio que asume (minimo),
cual es su valor mas grande (maximo), como aumenta (crece) o como disminuye (decrece) etcétera.
Ahora presentaremos los elementos de la descripcion que destacan en el anélisis del cambio de una
funcion.

DEFINICION 2.2

CAMBIO EN UNA FUNCION
Sea:lafuncion f:1 — IR, x, y x, €|, entonces:

a. El numero Ax = x, —X, es el cambio (incremento) de la variable x en el intervalo

[ %% |
b.Si f (% )y f(x,)son lasimagenes de x, y x, respectivamente, el cambio o incremento
delafuncion f es Af=F(x, )—f (x ).

Ciertos modelos de situaciones reales de diversas ramas del conocimiento son funciones que
relacionan una variable independiente x con una variable dependiente y=f (x ), si la variable

independiente cambia de un valor inicial X, a otro valor x,y la otra variable lo hace desde
y, =f (%, )hastay, =f (x, ), la razén de cambio promedio de y=f ( x ) con respecto al
cambio en la variable x sobre el intervalo [ x, , x, ]es

% )-f(x)

Xy =X

, siempre que X, # X .

DEFINICION 2.3

RAZON DE CAMBIO PROMEDIO COMO NUMERO Y COMO FUNCION
Sea: lafuncion f:1 > IR, x, y x, € |, entonces:

a. SiAX=X,—X% (X, #% ) el cambio de x y Af =f(x, )—f(x ) es el cambio
correspondiente en f , entonces el nimero

f(x, )= fx)-f(x) (

Xy =X

siempre que X, # X, ),

es la razon de cambio promedio de f sobre el intervalo [ x, , X, |.
b. Sean Ax =x—X, un cambio (o incremento) en la variable x y Ay=f (x )—f (% ) el
cambio correspondiente en la funcién f , entonces la funcion

T(x):Afz f(x)—f(xl)(

AX X=X

siempre que X # X, ),

es la funcion razén de cambio promedio asociada a f sobre [ x, , x |.
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SECCION 2.1

BLOQUE 1
EJEMPLOS 1

EJEMPLO (USO DE LA DEFINICION 2.3)
1. Sea la funcién con regla de correspondencia f ( x )=5x—4.
a. Si x cambiade 4 a 12, entonces Ax=12—-4=8.
b. Puesto que
f(4)=5(4)-4=16y f(12)=5(12)-4=56,

entonces
Af =56 —16 = 40.
c. Larazon de cambio promedio de f ( x )=5x—4 sobre [4 , 12 ] es
L (12)= ‘;0 =5.

d.En[4, x ] tenemos:
f(4)=5(4)-4=16y f (x )=5x—4,

entonces
(%)= 5x—4-16 _5x-20 _5( x—4):5.
X—4 X—4 X—4
2. Sea la funcion con regla de correspondencia f ( x )=x +1.
a. Si x cambiade 1 a 3, entonces
Ax=3-1=2.
b. Puesto que
f(1)=(1) +1=2y f(3)=(3)* +1=10,
entonces
Af =10-2=8.
c. La razon de cambio promedio de la funcion f ( x )=x? +1 sobre el intervalo [1, 3 ] es
- 8
f(3)=-=4.
(3)-

d. Sobre el intervalo [1, x ] tenemos f (1)=(1)*+1=2y f (x )=x*+1, entonces

2 2
f(x)= " +1-2_x —1:(x—1)(x+1)zx+1.
X—1 Xx—1 Xx—1
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SECCION 2.1 BLOQUE 1 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

Aplica la definicién 2.3 y obtén la funcion “razén de cambio promedio” en el intervalo solicitado.
1. f ( x )=3x, sobre el intervalo [1, x ].

o

f (x)=5x—2,sobreelintervalo [ -2 , x .

3. f (x)=2x% +3x+7 sobre el intervalo { § : x]

4. f(x ):—;x2 —3x+2 sobre el intervalo [0, x |-

5 f(x)=x>-2x"+x—-Lenelintervalo [ -4 , x |].

6. f(x ):_;13)(3 —x? +5 sobre el intervalo [1, x .
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SECCION 2.1

RAZ()N DE CAMBIO DE UNA
FUNCION LINEAL

INICIO

1. ¢ Como se define una funcion lineal?

DESARROLLO

2. Calcula el cambio de la variable independiente sobre el intervalo [ x, , x | del domino de la
funcion lineal f ( x )= Ax+B.

3. Calcula el cambio de la funcion lineal f ( x )= Ax+ B sobre el intervalo [ x, , x ], simplifica.

4. Calcula la razon de cambio promedio de la funcion lineal f ( x )= Ax+ B sobre el intervalo
[ x , x ], simplifica.

CIERRE

5. Concluye en términos de la funcion lineal y la razon de cambio promedio.

Fin de actividad <=
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SECCION 2.1

g5

7, [ || RAZONDE CAMBIO DE UNA
FUNCION CUADRATICA

INICIO
1. ; Como se define una funcion cuadratica?

DESARROLLO
2. Calcula el cambio de la variable dependiente sobre el intervalo [ x, , x ] del domino de la funcion

cuadratica f (x )= Ax® +Bx+C.

3. Calcula el cambio de la funcion cuadrética f ( x )= Ax? + Bx+C sobre el intervalo [ x, , x |,
simplifica y factoriza ( x—x, ).

4. Calcula la razon de cambio promedio de la funcion lineal f ( x )= Ax? +Bx+C sobre el
intervalo [ x, , x ], simplifica.

CIERRE
5. Concluye en términos de la funcién cuadratica y la razén de cambio promedio.

Si entonces

Fin de actividad <=




UNIDAD 2.1 Cambio y razén de cambio promedio 81

SECCION 2.1

RAZON DE CAMBIO DE UNA
FUNCION CUBICA

INICIO

1. $ Como se define una funcion cubica?

DESARROLLO

2. Calcula el cambio de la variable independiente, sobre el intervalo [ x, , x | del domino, de la
funcion cuadratica f ( x )= Ax® +Bx? + Cx+D.

3. Calcula el cambio de la funcion cubica f ( x )= Ax® + Bx? + Cx+ D sobre el intervalo [ x, , x ],
simplifica y factoriza ( x—x, ). Recuerda que ( X —x3 ): (x=x, )( X2 4+ xx, + X2 )
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4. Calcula la razon de cambio promedio de la funcion clbica f ( x )= Ax® +Bx? +Cx + D sobre el
intervalo [ x, , x |, simplifica.

CIERRE

5. Concluye en términos de la funcién cubica y la razén de cambio promedio.

Si , entonces

Fin de actividad <=
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PROPIEDAD 2.1

RAZON DE CAMBIO PROMEDIO DE UNA FUNCION POLINOMIAL DE HASTA GRADO 3
Sobre el intervalo [ x, , x |:

a.Sea f (x)=Ax*+Bx?>+Cx+D,
entonces
T (x ):A(x2+x-x1+x12 )+B(x+x1 )+C,si X=X, .
COROLARIO
b.Si f(x)=Ax*+Bx+C y x#x,entonces

F(x)=A(x+x )+B.
c.Si f(x)=Ax+By x= X, entonces
f(x)=A.

SECCION 2.1

BLOQUE 1
EJEMPLOS 2

En cada caso calcula la funcién razén de cambio promedio en el intervalo sefialado.
1.Para f (x )=—6 sobre [4, x |, entonces A=0, B=—6y x, =4
f(x)=A=0.

2.Para f (x )=8x+4,sobreelintervalo [ -6 , x |,luego A=8, B=4y
f(x)=A=8.

x)=—4x*+x+5en [0, x ], entonces A=—4, B=1,C=5y x, =0

F(x)=A(x+x% )+B=-4(x+0)+1=-4x+1,obreelintervalo [0, x ].

3.8i f(

4.Si f (x)=;x2—2x—isobre [1, x ], luego A:;, B=-2y Cz—i,portanto,

f(x ):é(x2 +x+1)—2( x+1)—31 sobre el intervalo [1, x |.

5. f(x)=-3x®-5x—2para[1, x|, luego A=—3, B=0, C=-5,D=-2y x, =1, por
tanto,
T(x):—B(x2+xx1+x12 )+0(x+1)—5:—3(x2+x+1)—5.
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SECCION 2.1 BLOQUE 1 Nombre

EJERCICIOS
) Fecha

Utiliza la propiedad 2.1 y obtén la funcion “razén de de cambio promedio” sobre el intervalo
solicitado.

1. f(x)=45en[ 1, x].

2. f(x)=8x-3en[-2, x].

3. f(x)=-5x+7 en[g , x]

4. f (x)=—4x*>-6x+2en[ 0, x|

5. f(x):—2x2+5x—4 en[-1, x].
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6. f(x)=-=3x*-8en[0, x]

7. f(x)=—x*+5xen[ 2, x].

8. f(x)=4x>-3x"+6x+5en[1, x|

9. f(x)=—2x3+;x2—4x+12 en[-2, x].
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CONTEXTOS

Las funciones polinomiales de hasta grado tres suelen utilizarse como modelos de situaciones
relacionadas con el estudio de las dimensiones de estructuras geométricas.

SECCION 2.1

BLOQUE 2
EJEMPLOS 1

RAZON DE CAMBIO PROMEDIO EN FUNCIONES LINEALES
1. El perimetro de un cuadrado de lado de longitud x se modela por la funcién
p(x)=4x, sobre elintervalo [0, x ],
por tanto, la razén de cambio promedio del periznetr)o respecto a la longitud de lado es la funcion
p(x)=4.

2. El perimetro de un circulo de radio de longitud r esta descrito por la funcién
p(r)=2zr,siempreque [0, r |,
entonces la razén de cambio del perimetro del circulo respecto a la longitud del radio es la funcién
p(r)=2x.
3. La longitud de las doce aristas de un cubo de lado de longitud x se describe por la funcién
| (x )=12x, siempre que [0, x |,
luego
I(x)=12.
es la funcion que describe la razén de cambio promedio de la suma de las longitudes de las aristas
respecto a la longitud de una de ellas.

4. La relacion de variacién directa: si y varia directamente con x (equivalentemente, es
directamente proporcional a x ), si existe una constante m diferente de cero, tal que
y=mxX,
en la notacién de funciones se escribe
f (x)=mx,cuando [0, x ],
entonces:
I(x)=12,
describe la razon de cambio promedio de la variable f respecto a la variable x.
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SECCION 2.1

BLOQUE 2
EJEMPLOS 2

RAZON DE CAMBIO PROMEDIO EN FUNCIONES CUADRATICAS
1. El &rea de un cuadrado con lados de longitud x lo proporciona la funcion cuadratica A( X ): x?,
definida sobre el intervalo [0 , x ], entonces la funcién que modela la razén de cambio promedio

del area del cuadrado respecto a la longitud de sus lados es
A( x )=x sobreelintervalo [0, x ].

2. El area de un circulo de radio de longitud r se modela por la funcién cuadratica A(r )=z r?,

definida sobre el intervalo [ O , r ], entonces la funcion
A(r)=nxr,
modela la razén de cambio promedio de su area respecto al cambio del radio sobre el intervalo

[0,r]

3. El area de una superficie cilindrica de altura fija de longitud h se modela por la funcién
A(r)=2zhr+2zh r?, definida sobre el intervalo [0 , r ].

El primer sumando corresponde al area de la parte cilindrica y el segundo al area de las superficies
circulares.

N

\'_/
' <= =
: h perimetro del circulo de la base del
' cilindro

ey N

N—

Entonces, la funcion que modela la razén de cambio promedio del area del circulo respecto al
cambio en el radio es la funcién
A(r)=2zhr+2zh, sobreelintervalo [0, r ].

|
4. El area de una superficie esférica de radio de longitud r se calcula con la funcién
A(r)=4zr?en [0, r ]. Portanto, la funcién que modela la razon de cambio promedio del
area de la esfera es respecto al cambio en el radio es la funcién

A(x)=4xr  sobreelintervalo [0, r |.
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Otras situaciones que requieren de mayor ingenio en su planteamiento son:
5. Con 300 metros de cerca se quieren limitar dos terrenos rectangulares iguales de manera que

compartan un lado de la cerca, vea la figura anexa.
X X

X X
El &rea de la superficie a cercar es A= 2xy, la distribucién de la cerca es 3y enlas alturas y 4x

en las bases, por tanto, 300 =4x + 3y, despejando y :
y = 300 — 4x
3

k)

entonces

300 — 4x

A(x)=2x :200x—2x2,siempreque 0<x<75.

La funcion ﬂ( X ): —2x+200 modela la razén de cambio promedio de la superficie a cercar

sobre el intervalo [ 0 , x ], en particular cuando 0<x<75.

6. Se desea aislar una regién rectangular colocando una malla a su alrededor. La malla mide 250
metros y se utiliza toda. Construyamos el modelo que describe el comportamiento del area a cercar
como funcién de la longitud de la base. Si x representa la longitud del largo e y la longitud del

ancho, entonces el area de la region rectangular esta dada por la expresion
A=xy, ecuacion (1).
Puesto que la longitud total de la malla es 250 metros, entonces 2x + 2y = 250,
0 bien
y =125-x, ecuacion (2 ).
Combinando las ecuaciones (1) y (2 ) obtenemos
A(x)=x(125-x )=125x — x?,

siempre que 0 < x <125.
X

X
La funciéon A( x )=-x*+125, tal que 0 < x <125 modela la razén de cambio promedio de la
superficie a cercar.
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SECCION 2.1

BLOQUE 2
EJEMPLOS 3

RAZON DE CAMBIO PROMEDIO EN FUNCIONES CUBICAS

Las siguientes situaciones pueden modelarse utilizando funciones polinomiales cubicas.
1. El volumen de un cubo de lado de longitud x esta descrito por la funcién cubica

V ( x )=x3, siempre que x>0,
la funcion que describe su razén de cambio promedio sobre el intervalo
[0 x]
es
V(x)=1(x?+x:0+0% )+0( x+0)+0=x.

2. La funcién que describe el comportamiento del volumen de un tanque cilindrico (altura h >0
conocida y constante) cuyos extremos estan coronados por semiesferas es

V(r):;zhr2+;1;zr3,siempreque r>0yh>0.

El primer término corresponde al volumen de la parte cilindrica y el segundo término es el volumen
de los casquetes semiesféricos.
La funcién razén de cambio promedio que tiene asociada es

V(r )=:7Z’(r2 +r-0+0° )+4h( r+0 )+0:;17zr2+4hr

sobre el intervalo

[0,r]

3. La funcion que representa el volumen de un recipiente cilindrico de superficie total 80 cm? se

construye como sigue:
De

A(x)=27r? +2arh =80
(area de la superficie cilindrica), entonces
2
S 407 acion (1).
El volumen del recipiente cilindrico es
V =zr’h ecuacion (2 ),
donde r representa el radio y h su altura. La composicién de las ecuaciones (1) y (2 ) es:
rz 40 - T rz
r
Por tanto, la funcion razén de cambio promedio que tiene asociada es:
V(r)=-a(r?+r-04+0% )+40(r+0)+0=—zr2+40r

V(r)=xr = 40r — 7z, siempre que r >0.
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definida en el intervalo

[0, r]
4. Para construir una caja con una placa rectangular de 10 centimetros de anchoy 16 centimetros
de largo. En cada esquina de la placa se recortan cuadrados de longitud de lado x y luego los
bordes son doblados perpendicularmente hacia arriba, vea la figura anexa. ; Coémo se comporta el
volumen de la caja en términos la longitud de los cortes?
Si x representa la longitud del lado de uno de los cuadrados recortados, entonces:

16 —2x
es la longitud de la base de la caja,

10— 2x
representa el ancho de la base de la caja, x es la longitud de la altura de la caja.

Si
vV (x)
representa el volumen de la caja, entonces
V (x)=(16—-2x)(10-2x )( x ),
0 bien
V (x )=160x — 42x* + 4x°.
Puesto que x representa una longitud, necesariamente x >0, también 0< X <5, en otro caso no
existe caja.

16 X 16 X
x| | I | x
—T ——————————— r-
| [
10 10 0| | I ] 10
| [
S — —-
X1 [ R
16 X 16 X

La funcion razén de cambio promedio asociada es
V(x)=4(x2+x-0+0% )-42( x+0 )+160 = 4x* — 42x+160
sobre el intervalo
[0, x].
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SECCION 2.1 BLOQUE 2 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

1. Una persona necesita 80 gramos diarios de cierta proteina. Si el alimento A tiene 30% de tal
proteina y el alimento B tiene 25% de ella, suponiendo que X y y representan las cantidades en

gramos de los alimentos A y B respectivamente construye el modelo que describe la cantidad de
alimento B en términos del elemento A. ;Cudl es la funcion ‘razon de cambio promedio” asociada?

2. Dos autos parten de la ciudad A con rumbo a la ciudad B, siguiendo la misma ruta. El primero
de ellos se desplaza con una velocidad de 80 kilémetros por hora. El segundo de los autos parte
una hora después con velocidad de 90 kilometros por hora. Sean x (t )y y ('t ) las distancias
recorridas por los autos. Construye los modelos que proporcionan la distancias x(t ) yy (t )

recorridas por cada auto transcurrido un tiempo t. ;Cuales son las funciones “razon de cambio
promedio” asociadas?
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3. En cierta poblacidén con 50000 habitantes se disemina un rumor. El rumor se esparce a causa de
encuentros fortuitos entre las personas. La rapidez r(x) a la que se disemina el rumor es
directamente proporcional al producto del nimero de personas X que conocen el rumor por las
personas que no lo conocen. Construya el modelo que describe tal fenomeno. ¢Cual es la funcién
“razén de cambio promedio” asociada? Considere el intervalo [0 , x ].

4. Se va a cercar un campo rectangular que colinda con un edificio y se desea aprovechar la parte
posterior de éste como uno de los lados del campo. El otro de los lados tiene longitud de x unidades
y se tienen 200 metros de cerca. Construye el modelo que describe el &rea del terreno en funcién
de suancho x. ;Cuél es la funcion “razon de cambio promedio” asociada en [0 , x |?
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5. Construye el modelo que exprese el area A de un circulo en funcion de su perimetro p . ;Cuél
es la funcién “razon de cambio promedio” asociadaen [0, p |?

6. Construye el modelo que exprese el area A de un tridngulo equilatero en funcion de la longitud x
de uno de sus lados. ;,Cuél es la funcién “razén de cambio promedio” asociadaen [0, x |?
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7. Las dimensiones de un rectangulo son variables, pero su perimetro es constante y mide 4
unidades lineales. Si su base mide x unidades de longitud, determina el modelo que determina el
area en funcion de la longitud de la base. ;,Cual es la funcion “razén de cambio promedio” asociada
en[0, x]?

8. Una caja con base y tapa cuadradas tiene una superficie de area 12 unidades cuadradas.
Construye el modelo que proporciona el volumen de la caja en funcién de la longitud de uno de sus
lados. ¢ Cual es la funcion “razon de cambio promedio” asociada sobre el intervalo [0 , x ]?
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9. Una caja con bases cuadradas de lado x tiene area de 800 metros cuadrados. Construye el

modelo que y ( X )= 240—2x modela el volumen V de la caja como funcion de x. ;Cuél es la

funcion “razén de cambio promedio” asociada en el intervalo | x, , x ]?

10. Un terreno tiene forma de un rectangulo con dos semicirculos adosados a dos de sus lados
opuestos. Si el perimetro del terreno mide 800 metros, construye el modelo que describe el area A
del terreno en funcién de la longitud x de uno de los lados del rectangulo. ;Cuél es la funcién
“razén de cambio promedio” asociada en el intervalo [ x, , x ]?
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11. Una ventana tiene forma de rectangulo coronado con un tridngulo equilatero. Si el perimetro de
la ventana mide 30 unidades, construye el modelo que describe el area de la ventana en funcion de
suancho x. ;Cuél es la funcion “razon de cambio promedio” asociada sobre [0 , x |?

FIN DE SECCION




APRENDIZAJES

4. Reconoce y deduce a la razon de cam-
bio instantanea como el limite de las razo-
nes promedio.

5. Utiliza a los procesos infinitos como una
forma de obtener la razén de cambio ins-
tantanea de una funcion polinomial y la in-
terpreta como un limite.

6. Identifica a la derivada de una funcién po-
linomial en un punto como el limite de las ra-
zones de cambio promedio.

7. Interpreta en el contexto de una situacién
0 problema modelado por una funcién poli-
nomial, la informacién que proporciona su
derivada.

8. Calcula la pendiente de la recta tangente
en un punto de la grafica de una funcién po-
linomial, como el limite de las rectas secan-
tes.

9. Calcula la derivada de funciones polino-
miales con grado menor o igual a tres, en
un punto, usando el limite del cociente de
Fermat.

10. Utiliza la funcién derivada para resolver
problemas en diferentes contextos.

SECCION 2.2 CAMBIO INSTANTANEO,
CONCEPTO DE DERIVADA

TEMATICA

Concepto de derivada:
1. Notacion.

2. Representacion alge-
braica.

3. Derivada de funciones
deltipo: f (x )=cx"

4. Reglas de derivacion
para:

- Funcién constante.

- Funcién lineal.

- Constante por una funcion.

- Suma de funciones.

- Producto de funciones.

- Cociente de funciones.

- Funciones del tipo
(F(x)y

con f (x ) polinomialy nun

numero racional.
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RAZONES DE CAMBIO INSTANTANEO EN FUNCIONES POLINOMIALES
DE HASTA GRADO TRES

ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE

Mediante preguntas especificas se guia al alumno
para que establezca la razon de cambio promedio
y la razon de cambio instantaneo en situaciones
que conducen a modelos de comportamiento
descritos por funciones polinomiales de hasta
grado tres.

Con la funcion f (con caracteristicas especificas) construimos la funcion
F(x)=Af 2 f(x)-f(x)
AX X—X
que denominamos “funcién razén de cambio promedio asociada a la funcion f ”. Si en la funcién
T(X):Af _FOx)-f(x)
AX X=X
las asignaciones a la variable x son “muy proximas” al numero x, obtenemos el numero
lim f(X)—f (Xl)
X—>X%1 X— Xl
cuyo nombre es razén de cambio instantdneo de la funcion f en el nimero x,, se representa:

!

f(x).

k)

DEFINICION 2.4

RAZON DE CAMBIO PUNTUAL (INSTANTANEO)
Sea f una funcion definida sobre el intervalo | y x; € 1, entonces:

a. Ax=X-—X, representa un cambio (o incremento) en la variable x ,

b. Af =f (x )—f (% ) es el cambio correspondiente en la funcién f

c. Si el nimero ?jf(xl )=f'( % )= lim fFlx)-f(x)
X

X=X X — Xl

existe,

se conoce como razon de cambio instantaneo de f en el numero x = x; .
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La figura el proceso de obtencion de la “razén de cambio promedio de la funcién f cuando
X=X.

Xy

.
lim F(x)-f(x)
X = X, X - X

—
Lo df
B (%)= 00

La razdn de cambio instantaneo también puede tratarse como una funcién.

99

DEFINICION 2.5

FUNCION RAZON DE CAMBIO PUNTUAL
Sea f una funcidn definida sobre el intervalo | y x, e I, entonces

a. Ax=t—x representa un cambio (o incremento) en la variable

X,
b. Af =f (t )—f ( x ) el cambio correspondiente en la funcién
f )
c. Si la funcion
df o f(t)-f(x)
dx  tox t—x

existe, recibe el nombre de “funcion razon de cambio puntual asociadaa f sobre [ x , t |”.

X

&
lim _f(t)-F(x)

t—>Xx t-X

—
Bp 1(x)=5 00
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SECCION 2.2

BLOQUE 1
EJEMPLOS 1

RAZON DE CAMBIO PUNTUAL EN UN NUMERO
Obtengamos la funcion que describe la razon de cambio instantaneo en el nimero X, .

1. f (x)=8x-2.
a. f(x)=8x-2
b. f(x )=8%-2.
Af 8x-2-(8%-2) 8(x-x )

c. - _8g.
AX X=X X=X,
iv ﬂ(x )=f'(% )=Ilim8=8
. dx ! ! X=X '
2. f(x)=3x"+4.
Cf(x)=3x*+4
b. f(x )=3x+4.
AT 32 +4-(3¢+4) 3% ) _3(x+x N x—% ):3()(+X1 )
AX X=X X=X X=X
d 9T (% )= (% )= 1im 3( x+x )=3lim (x+x )=3( 2% )=6x,.
dx X—Xg X=X
1.3
3. f(x)=2x%-5
(x) X —5x
a f(x):£x3—5x
3
1.3
b f(x)=§x1—5x1
1x3—5x— Ex3—5x 1x3—5x—lx3+5x }(Xa_xs )—5(x—x )
. Af 3 3™ 1 3 3 1:3 1 1
CAX X — % - X— X, X — X, '
;(x—xl)(x2+x><1+xf)—5(x—x1) 1
= x, :3( 24 xx + X2 )—5.
d. O(lj;(xl):f'(xl)z)!l'_r)r)l(l[;(x%rxxl +x{ )—5}=;(x12+x12+x12 )—5:x12—5.



UNIDAD 2.2 Cambio instantaneo, concepto de derivada 101

SECCION 2.2

BLOQUE 1
EJEMPLOS 2

RAZON DE CAMBIO PUNTUAL COMO FUNCION
Obtengamos la funcion “razén de cambio puntual (instantaneo)”.
1. f (x)=14.

a. f(x)=14

b. f(t)=14.

Af 14-14

AX t—X

C.

AX t—X
=—12(t—x)=_12
t—x
—-12.
d. (jj::(x): £'(x).
=lim( -12)

t—x

=-12.
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i(tz—x2)+6(t—x)
t—X

S(tx ) t-x )+6(t-x)

t—X
==(t+x)+86.
df '
d 2 (x)=t
()=t (x)
.11
=hm[(t+x)+6}
t—x
1
=Z(X+X)+6="x+6
=—X+6
4. f(x)=x>-x*+x-3
CF(x)=x*—x*+x-3
Cf(t)=t3—t* +t-3.
Af o2 +t-3-(xP-x*+x-3)
c.— =
AX t—X
_(t3—x3)—(t2—x2)+t—x
- t—X
_(t—x)ﬁ2+xt+x2)—(t—xXt+x)+(t—x)

t—X
=t? 4+ xt+x*—(t+x )+1.
df '
d — =f :
=1 ()
:Imﬂt2+xt+x2—(t+x)+1]

t—x

=3x% —2x+1.
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SECCION 2.2 BLOQUE 1 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

Aplica la definicién 2.4 y obtén la funcion “razén de de cambio instantaneo”.
1. f (x)=-13.

3. f (x)=8x.

5. f(x)=§x+16.
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6. f(x)=-7x"+2x+4.

7. f(x)=-8x"-Zx-—.

8. f (x)=6x>-2x"+x-9.

9. f (x ):—£11x3—3x2 +5x-2.
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SECCION 2.2 BLOQUE 1 Nombre

EJERCICIOS
) Fecha

Aplica la definicion 2.5y obtén la funcién “razén de de cambio instantaneo” en el numero x; .
1. f (x)=-32.

3. f(x)=-5x+4.

4. f (x)=-"x-7.
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5 f(x)=x*+2x-1.

6. f(x)=-8x>+19x-8.

7. f(x)=x*-4.

8. f (x)=5x>+14x" +x+5.

9. f (x)=—-4x>+6x>-x-8.
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SECCION 2.2

g5 &

OJ RAZON DE CAMBIO DE UNA
—~ FUNCION DE HASTA GRADO TRES

a. FUNCION RAZON DE CAMBIO INSTANTANEO ASOCIADA A UNA FUNCION LINEAL
APERTURA
1. ¢ Como se define una funcion lineal?

DESARROLLO
2. Calcula el cambio de la variable independiente sobre el intervalo [ x , t ] del domino de la

funcion lineal f (x )= Ax+B.

3. Calcula el cambio de la funcion lineal f ( x )= Ax+ B sobre el intervalo [ x , t ], simplifica.

4. Calcula la razon de cambio promedio de la funcion lineal f ( x )= Ax+ B sobre el intervalo
[ x, t ], simplifica.

5. Calcula la funcién “razén de cambio instantaneo”.

Fin del inciso a. <
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b. FUNCION RAZON DE CAMBIO INSTANTANEO ASOCIADA A UNA FUNCION
CUADRATICA

APERTURA

1. ; Como se define una funcion cuadratica?

DESARROLLO
2. Calcula el cambio de la variable independiente sobre el intervalo [ x , t | del domino de la

funcion cuadratica f ( x )= Ax* +Bx +C.

3. Calcula el cambio de la funcién cuadrética f ( x )= Ax* +Bx +C sobre el intervalo [ x , t |,
simplifica y factoriza (t—x ).

4. Calcula la razén de cambio promedio de la funcion cuadratica f ( x )= Ax? + Bx +C sobre el
intervalo [ x , t ], simplifica.

5. Calcula la funcién “razon de cambio instantaneo” de f ( x )= Ax? + Bx +C..

Fin del inciso b. <=
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c. FUNCION RAZON DE CAMBIO INSTANTANEO DE UNA FUNCION CUBICA
APERTURA
1. $ Como se define una funcion cubica?

DESARROLLO
2. Calcula el cambio de la variable independiente, sobre el intervalo [ x , t ] del domino, de la

funcion cuadratica f ( x )= Ax® + Bx? +Cx+D.

3. Calcula el cambio de la funcion cubica f ( x )= Ax®+ Bx? +Cx+ D sobre el intervalo
[ x, t ], simplifica y factoriza ( x—x, ). Recuerda que (t3 ~x® ):(t—x )(t2 +Xt+ X )

4. Calcula la razon de cambio promedio de la funcién cibica f ( x )= Ax® + Bx® +Cx+ D sobre
el intervalo [ x , t ], simplifica.

5. Calcula la funcién “razon de cambio instantaneo” de f ( x )= Ax® + Bx? +Cx+ D.

Fin del inciso c. <
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CIERRE GLOBAL
d.
Completa:

Sea A=0.

Si f (x )= Ax+ B, entonces

Si f (x)=Ax*+Bx+C,entonces

Si f(x)=Ax®+Bx?+Cx+D,entonces

Fin del inciso d.

Fin de actividad <=




UNIDAD 2.2 Cambio instantaneo, concepto de derivada 111

1 1 r '  r [ [ _{ [ [ [ [ [ [ |
L 1 L L L 1 T T I T T T T T 11T T T T T
AR ga e ey 1 r r r r 1 1 1 T 1 1 T T T ]
| RN SIS &1 I T T | T 1 [ [ [T ] ]
1 1 1 r T T rF T T T T T 1T T T T T T
1 ! I ! ' 1/ J [ [ [ [ | [ | [ [ [ [ |

CALCULO DE LA FUNCION RAZON DE CAMBIO INSTANTANEO ASOCIADA A FUNCIONES
POLINOMIALES DE HASTA GRADO TRES, INTERPRETACIONES

ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE Se presentan ejemplos que muestran la forma de
uso de las propiedades de la derivada de una

funcion polinomial de hasta grado tres en la
obtencion de funciones derivada. Se presentan
ejemplos que muestra sobre la obtencion de
ecuaciones tangentes y normales a la curva
asociada a una funcién polinomial de hasta grado
tres.

En el contexto del calculo diferencial la funcion razon de puntual (instantaneo) recibe el nombre
de derivada y acepta las interpretaciones:
1. Describe el cambio puntual (instantaneo) de la funcién (de donde se derivada) respecto a un
cambio puntual (instantaneo) de su variable independiente.
2. Describe el comportamiento de la pendiente de la linea recta que es tangente a la curva asociada
a la funcion (de donde se deriva).
3. Proporciona el valor de la pendiente de la linea recta tangente en el punto

(% F(x))

de la curva asociada a la funcion derivable f .

PROPIEDAD 2.1

DERIVADA DE UNA FUNCION POLINOMIAL DE HASTA GRADO 3

a.Si f (x)=K,entonces (:j::= f'(x)=0.

b.Si f ( x )= Ax+ B, entonces C:JI;(X )=f'(x)=A.

c.Si f(x)=Ax?+Bx+C, entonces (;::(x )=t (x )=2Ax+B.
)

d.Si f (x )= Ax®+Bx* +Cx+ D, entonces C:jf( x)=f'(x)=3Ax>+2Bx+C.
X
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SECCION 2.2

BLOQUE 1
EJEMPLOS 1

DERIVADA DE FUNCIONES POLINOMIALES DE HASTA GRADO TRES

1. Lafuncion f ( x )=—7 es lineal (en particular constante), por tanto, O(ljf( x)="f (x)=0.
X

2. Lafuncion f ( x )=6x—3 es lineal, por tanto, (ii)t( x)=f(x)=6.
1 . df ' 1
3. f(x )_—5x+4 es lineal, por tanto, d—x(x )=f (x )__E'

4. Puestoque f ( x )=5x? —jx+2 es una funcién cuadratica, y O(lj::( x)=f(x )=10x—i.
5. f (t)=t(2t—1)=2t>—t esuna funcién cuadratica, entonces O(lj:(t )= (t)=4t-1.

6. Puestoque f (w )=(w—-3 ) w+5)=w?+2w-15 es una funcién cuadrética, entonces

zva(w):f’(w):zwu.

7. f (x )=-3x*+2x* —8x+6 es una funcién clibica, entonces
Cib]:(x):f'(x):—gx2+4x—8.
8.5i f(z)=2%(z+6)+4z,entonces f(z)=2>+62°+4zy
ﬂ(z):fl(z):322+122+4.
dz
9.Si f(z)=(z+2)*(z-1),entonces f (z )=2°+32° -4 luego
df
E(z)_f (z)=3z>+62.

10.Si g (w)=(w+2 )’,entonces g (w )=w?+6w* +12w+8 y
(;lv?l(w)z g (w)=3w?+12w+12.
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SECCION 2.2 BLOQUE 2 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

Obtén la funcién derivada que corresponde (indica la propiedad o las propiedades utilizadas).

13

1. f(x)=-=,
(x)=-;

2. f(x)=44

4. f (t)=-23t+9.

5 f(z)=8-14z
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7. f (x)=4x"-8x+3.

8. f(t )=ét2+5t+9.

9. f(t)

(t+8 .

10. f (w)=(3w-1).

11. f(x):—217x3+5.

12. f (x )=9x°—4x.
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13. f (x )=2x +5x* +7x-3.

14, f(x)=—;x3—3x2+4x—9.

15. f (z)=2(z-6 ).

16. f (w)=(w+1)(w+2).
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’
En el plano cartesiano xy , la funcién derivada f (asociada a la funcién f ) describe el
comportamiento de la pendiente de la linea recta tangente a la curva asociada a la funcién f en el

punto
( X ’ y )
Cuando x =X, , entonces la linea recta tangente en el punto
(X Yo)
ala curva asociada f tiene pendiente
De acuerdo “con la forma punto- pendiente” de la linea recta
y—Yo=m(x—%p ),
tenemos que la linea recta tangente tiene ecuacion

y—f (% ):f'(xo Nx=x% ).

Y A curva asociada
a la funcion f
linea recta
tangente
f()%) ______ punto de tangencia

(% . £(%,))

linea recta
normal

0 X0 \> X

Por otra parte, la ecuacion de la linea recta normal asociada a la curva de f en el punto de
tangencia ( x, , f (%, )) tiene ecuacion

y—f (X ):—f'(lx)(X—Xo ).
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SECCION 2.2

BLOQUE 2
EJEMPLOS 2

ECUACION DE LA LINEA RECTA TANGENTE Y ECUACION DE LA LINEA RECTA NORMAL

1. La linea recta tangente y la linea recta normal a la curva asociada a

f(x)=x>-x*+x+2enT(0,2)
se calculan de la siguiente forma
iLSif(x)=x*-x*+x+2,
entonces

f'(x)=3x*—2x+1,

la pendiente de la linea recta tangente es

me=f(0)=30)-2(0)+1=1,
ii. Sustituimos

T(0,2)ymr=Leny—y,=m(x—x,)
(forma punto — pendiente) de la linea recta y obtenemos
y—2=1(x-0),
escrita en la forma general
X—y+2=0.
iii. La pendiente m; de la linea recta normal cumple que m; -m, =-1; si m; =1, entonces
1-m, =-1,luego m, =-1.
iv. Con
m, =-1, T(0,2)ylaforma y—y, =m(x—x, )
obtenemos
y—2=-1(x—0), escrita en la forma general x+y-2=0,

2. La linea recta tangente y la linea recta normal asociadas a

f (x)=x%+3x-4 cuando X, =2
se calculan de la siguiente forma:
i. Determinemos el punto de tangencia T( 2, f(2)).

Puesto que
f(2 ):22 +3(2 )—4:6,entonces T(2,6).
i. Si
f(x)=x"+3x-4,
entonces

!

f(x)=2x+3
y la pendiente de la linea recta tangente es
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me=f(2)=2(2)+3=7,
iii. Sustituimos
m =7yT(2,6)
en la forma punto - pendiente de la linea recta
(Y= Yo =m(X—X, ))
obtenemos
y—6=7(x—2),0bien 7x—y+8=0.

iv. La pendiente de la linea recta normal cumple
my-m,=-1.Sim; =7,
entonces

7m, =—-1yasi m, :—i.

v.Con m, =—;, T(2,6)ylaforma y—y, =m(x-x, ) obtenemos

1
B=—(x-2).
y 7(X )

luego
X+7y—44=0.
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SECCION 2.2 BLOQUE 2 Nombre

EJERCICIOS
) Fecha

Obtén la ecuacion de la linea recta tangente y de la linea recta normal.
1. f(x)=-x*+8siT(2,4).

2. f(x)=x*+2x-4siT(1,-1).

3. f(x)=x*-5x,siT(2,-2).
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4. f (x)=4x>-2x*+2,siT(1,4).

5 f(x)=-2x-x*+x-2,siT(0,-2).

FIN DE SECCION




EVALUACION DIAGNOSTICA

Sugerimos al lector responderla al inicio de la
unidad o tema para medir su nivel de
conocimientos

TANGENTES
1. En el contexto de la geometria plana, ;qué es una linea recta tangente?

2. ; Qué es un punto de tangencia (o punto de contacto)?
3. ;Como se define una linea recta secante?
4. ; Qué es una razon?

5. Dada una funcion real de variable real, ;como se llama el nimero x, en f (x, )?

6. ¢ Como se define la pendiente del segmento rectilineo con extremos en los puntos ( x, ,y; )y
( X243 Y2 )?

7. ; Codmo se interpreta la pendiente de un segmento rectilineo en el plano cartesiano?

8. ; Cudl es la posicion de los segmentos rectilineos sin pendiente?

VALOR: Un punto por pregunta (maximo 8 puntos)

PROCESOS ALGEBRAICOS
1. ¢ Qué es un binomio?

2. Desarrolla ( x+Ax )" si:
an=2.
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c.n=4.

VALOR: Un punto por pregunta o un punto por inciso (maximo 3 puntos)

x" —x

3. Simplifica , Si:

a.n=2.

VALOR: Dos puntos por inciso (maximo 8 puntos)

4. Calcula y simplifica f (X+AZX)_ f(x) para:

a. f(x)=x.



RESPUESTAS

TANGENTES

UNIDAD 2.3 Evaluacion diagnéstica 123

VALOR: Dos puntos por inciso (maximo 6 puntos)

ESCALA DE ACREDITAC]()N DE LA EVALUACION
DIAGNOSTICA
(SUFICIENTE Y NO SUFICIENTE)

SUFICIENTE: 15 O MAS PUNTOS
NO SUFICIENTE: 14 O MENOS PUNTOS

RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS
DEL EXAMEN DIAGNOSTICO

1. Aquella linea recta que interseca (toca) en un punto a una circunferencia (0 a una linea curva).
2. Aquel punto que es comun a una curva y a una linea recta tangente.
3. Linea recta que interseca a una curva en dos puntos.
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4. La comparacion de dos cantidades por medio de una division.

5. Preimagen.
6. m=J2 "Y1
Xy =X

7. Una medida de la inclinacion del segmento rectilineo.
8. Son verticales.

PROCESOS ALGEBRAICOS

1. Expresion algebraica compuesta por dos términos.

2.a. (x+Ax ) =x +2x(Ax) + (Ax)*. b. (x+Ax )° = x® +3x2(Ax)+ 3x(Ax)* + (Ax)*.
c. (x+Ax )" =x* +4x3(Ax)+ 6x2(Ax)* + 4x(Ax)® + (Ax)".
doa x+x. b x2+x-x +x7. o X3 x?ox A x-x2 3 Ao xt x4+ x2x2 4 x-xE e

4.a.1.b. 2x+Ax. c. 3x? +3x- Ax+( Ax ).

BIBLIOGRAFiA
DE APOYO

SINO APROBASTE EL EXAMEN DIAGNOSTICO, ENTONCES LA
REVISION DE LOS SIGUIENTES DOCUMENTOS
PUEDE AYUDARTE.

1. Purcell, E. (2007). Calculo diferencial e integral Novena edicién. México: Pearson - Addison
Wesley.

2. Stewart, J. (2012). Limites: una mirada previa al calculo. Precalculo Matematicas para el célculo
sexta edicion. (pp. 839-883). México: Cengage Learning.

3. Thomas, Jr. (2010). Calculo una variable Decimosegunda edicion. México: Pearson - Addison
Wesley.

FIN DE SECCION


https://www.elsotano.com/autor/purcell-edwin-j-_22249

EVALUACION 2 EVALUACION DE
— ° LA UNIDAD 2

— / PROCESOS INFINITOS Y LA NOCION
DE LIMITE

CONCEPTOS
1. Sean: la variable x definida sobre el intervalo [a , b ], x, ¥ x, dos de los valores de x, tales

que x, es menor que x,, como se define el cambio Ax en la variable?

2. Sean: la variable x definida sobre el intervalo [a , b |, x, ¥ x, dos de los valores de x tales
que x, €S menor que X,, ¢como se define el cambio Af en la funcion f ?

3. Sielintervalo [a , b ] forma parte del dominio de la funcion f , los nimeros x, y x, pertenecen
al intervalo [a , b ], ;como se define la razon de cambio promedio asociada a f cuando x toma
los valores x, y x,?

4. Si los nimeros x, y x, + Ax pertenecen al intervalo [a , b], ;como se define la razon de
cambio promedio de f en x; cudndo x cambiade x, y X, + Ax?

5.Si lim f (t )_ f (XO ) existe, entonces se dice:
t— Xg t—Xp

6. Son los cocientes que define la derivada en el numero x, .

7. En un contexto geométrico y considerando el plano cartesiano X —Y, la derivada en el numero
X, representa:

8. En un contexto de cambios y considerando el plano cartesiano X —Y la funcién derivada en el
numero x, representa:
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9.En x(t), lavariable t representa el tiempoy x su desplazamiento, ;que representa x'(t )?

10. En A(t), la variable t representa el tiempo y A el area de una region cuadrada, ¢qué

representa A (t )?

11. En la funcion V (r )= g” r?, la variable r representa la longitud del radio de una esfera y la

variable Vel volumen de ella, ;qué representa V (r )?

DESARROLLOS OPERATIVOS
1. Calcula la razén de cambio promedio:
a. f(x)=5x-2,si x,=-2Yy x,=2.

b. f(x)=;x2—x+6 sobre el intervalo [ 2 , x ].

2. Calcula la funcién que describe la razén de cambio promedio:
a. f (x)=1-4x sobreelintervalo [2 , x ].

b. f(x)=4x*>—6 sobreelintervalo [-1, x].

3. Calcula la pendiente del segmento rectilineo de la funcidn sobre el intervalo indicado.

a. f (x)=éx3 — 6 sobre el intervalo [0, 3].

b. f(x)=-3x+8 sobreelintervalo [ -1, 2].

4. Calcula la derivada de la funcién en el nimero indicado.
a. f(x)=3x>-10,si x,=-1.

b. f(x)=x®-2x?+1,si X, =—;.



5. Calcula la funcion derivada asociada a:

a. f (x):—:xz—Sx.

PARA PENSAR
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6. En una region rectangular la longitud de la base (x) es el doble que la longitud de la altura.
Construye la funcion que modela la razén de cambio promedio del area respecto a la longitud de la

base.

7. Una caja tiene forma de prisma cuadrangular, el ancho mide x unidades, el largo mide 2
unidades mas que el ancho y la altura mide cuatro unidades més que el largo. Construye la funcion
que modela la razén de cambio promedio del volumen de la caja respecto a la longitud de la base.

8. Obtén la ecuacion de la linea recta tangente (forma general) a la curva asociada a

f(x)=-x?+4x—4enelpunto T (1,-1).

9. Obtén la ecuacion de la linea recta tangente (forma general) a la curva asociada a

f(x)=x>+6x-5enelpunto N (1,2).
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v/
X
X
v/

EL CONCEPTO DE DERIVADA, VARIACION
Y RAZON DE CAMBIO

CONCEPTOS
1. AX=X, — X,
2. AF=1(x, )= f(x).
3_T(X)=f(xz )_f(xl)_

X2 =%
4 T(X):f(x1+Ax)—f(x1).

AX

5. La funcion f ( x ) en derivable en el nimero x,.

6. lim f(t)_f(XO) y lim f(XO-'_AX)'_.':(XO )
t— Xg t—XO Ax—0 AX

7. La pendiente de la (linea recta o segmento de ella) tangente en el punto ( X, , f (%) ).
8. La razén de cambio instantaneo de la funcién f cuando x =x, .

9. La velocidad.

10. La rapidez con que cambia el area del cuadrado al cambiar la longitud de su base.
11. La rapidez con que cambia el volumen de la esfera al cambiar la longitud de su radio.
DESARROLLOS OPERATIVOS

1.a. T(x)=5.b. f(x):;x—z. 2.a. T (x)=—4. b T(x)=4x-4.

3.a.m=§.b.m=—3. 4.a.f'(—1)=—6. b.f'[—;jz

E
e
5.a. f (x )=—§x—8.b. g (x)=-2t+6.c.V (r )=2r+2%r.d.v (r )=§7zr+2r.

PARA PENSAR

6. A(x)=)2(, x>0.

7. A(x )=x*+6x+8, x>0.
8.2x+y-3=0.

9. x+9y-19=0.

FIN DE SECCION
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SECCION 2.1

BEAQUE H I HTH I HIHIHIHIHIHIHIH I HHIHIHH ]
SECCION 2.1 BLOQUE 1
EJERCICIOS 1

SIS
~ =~
% x
m
O

SECCION 2.1

RAZON DE CAMBIO DE UNA

FUNCION LINEAL

1. Es aquella regla de correspondencia f ( X ): Ax+ B, su dominio son todos los numeros reales.
2. Ax=x—x,.

3.A =f(x)-f(x, )=Adx+B—(Ax, +B )= Ax— Ax,.

4 F(x)= Ax — Ax, =A(x—x1 )

5.Si f(x)=Ax+B,entonces f(x)=4.

=4.

Fin de actividad <=

SECCION 2.1
B #

RAZON DE CAMBIO DE UNA

= FUNCION CUADRATICA

1. Como la funcidn que tiene regla de correspondencia f ( X )= Ax? + Bx +C, siempre que
A # 0y su dominio son todos los nimeros reales.
2. Ax=x—x,.
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Af = Ax® + Bx+C—( Ax? + By, +C )
= Ax* + Bx — Ax{ — Bx,

3. :A(xz—xl2 )+B(x—x1)
:A(x—xl)(x+x1 )+B(x—x1)
=(x—x1)(A(x+x1 )+B)

4 Af: (x—x, N A4(x+x, )+B)

Ax X=X,
5.8i f(x)=dx>+Bx+C,entonces [ (x)=4(x+x, )+B.

Fin de actividad <=

=A(x+x, )+B.

SECCION 2.1

B

RAZON DE CAMBIO DE UNA

= FUNCION CUBICA

1. Es la funcién con regla de correspondencia f ( X ): Ax® +Bx? +Cx+ D, siempre que 4 =0,

su dominio son todos los nimeros reales.
2. Ax=x—x,.

Af = Ax® + Bx? +Cx+D—(Ax13 +Bx} +Cx1+D)
= Ax® + Bx® +Cx— Ax] — Bx{ —Cx,
3. :A(x3 -x; )+B<x2 —x; )+C(x—x1 )
:A(x—x1 )(x2+xx1+x12 )+B(x—x1 )(x+x1 )JrC(x—x1 )
:(x—x1 )(A(x2+xx1+x12 )+B(x+x1 )+C)

)= (x—x1 )(A(x2 + xx, +x12 )+B(x+x1 )+C)

=A(x2 + XX, + X) )+B(x+x1 )+C
X — X

5.8i f(x)=A4x>+Bx? +Cx+ D, entonces
]7(x):A(x2 +xx; + X} )+B(x+xl )+C.

SECCION 2.1 BLOQUE 1
EJERCICIOS 2

Fin de actividad <=

el
N )



132 UNIDAD 2 EL CONCEPTO DE DERIVADA, VARIACION Y RAZON DE CAMBIO

5. f(x)=—§(x+l)+5

6. /(x)=-3x

7. f(x)=—x* —2x+1

8. f(x)=4x®+x+7

0. f(x)=-2(x>—2x+4 )+ (x-2)-4

HeEoauE2H [ HIHIHIHIHIH I IHE A

SECCION 2.1 BLOQUE 2
EJERCICIOS 1

1. y(x )=240—§y y £y )=—§ respectivamente.

2. x(7)=80¢+80y y(z)=90z, x(t)=80y y(z)=90, respectivamente.
3. 7 (x )=50000 kx—kx* y r(x )=—kx+ 50000k, respectivamente.
4. A(x)=x(200-2x)y A(x)=-2x+200 respectivamente.

A(p)=—py iAot

5.4(p) et e

6.A(x)=\45x2yA( ):fx.

7.A(x )=—x>+4xy A(x )=—x+4.

8 V(x):?;x—l Sy 7 (x)=—=x>+3

9.7 (x)=200x——x>y ¥ ( )———(x2 +xx, + X} )+ 200 respectivamente.

10. 4(x ):4OOX—%X3 y A(x ):—Z(x2 +xx, + X )+400.

= X_M 3 f(x):—(_6?:\/§)x2+15.

=
<

HBEeQUE HIHIHIHIHIHIHIHIEIHIHIHHIHIHE I

SECCION 2.2 BLOQUE 1
EJERCICIOS 1



vil dd(xl )= £ (x )=—16x1—2.

!

Lo d
viii. d?(xl )=/ (x, )=18x] —4x, +1.

iX. lef(xl )=f’(x1 ):—éxlz —6x, +5.
x 4

SECCION 2.2 BLOQUE 1
EJERCICIOS 2

Lig(x)szx)=u

ﬁ.ié(x)=f1x)=u
ﬁLig(x)=fXx)=—5
_df : 3
iv. E(x)=f (x)=—§.
V. Z(x)zf,(x)=2x+2.
vi ‘Z(x):f'(x):_mxm.
vii. ‘Z:(x)zf’(x)zbc

d

UNIDAD 2.5 Soluciones de ejercicios y actividades 133
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SECCION 2.2

RAZON DE CAMBIO DE UNA
FUNCION DE HASTA GRADO TRES

a.
1. Es la funcién con regla de correspondencia f ( x )= Ax + B, su dominio son todos los nimeros

reales.

2. Ax=t—x.
3.A =f(t)-f(x)=At+B—(Ax+B)=At— Ax.
(x)= At—Ax_A(t—x)

4. P . =4.
. cilf(x):f’(x):lz'm(A):A.
X t—x

b.
1. Como la funcién lineal tiene regla de correspondencia f ( X )=Ax2 + Bx + C (siempre que
A #0)y su dominio son todos los numeros reales.

2. Ax=t—x.
A=A +Bi+C— (A’ +Bx +C)
= At* + Bt — Ax* — Bx
3. :A(tz—x2 )+B(t—x)
=A(t—x)t+x)+B(t-x)
=(t-x)A4(t+x)+B)
— (t—x)(A(t+x)+B)

4. 7(x)= P =A(t+x)+B.

5. cjlf(x)=f’(x)=lim(A(t+x)+B)=A(x+x)+B=2Ax+B.
X t—x

C.

1. Es la funcién con regla de correspondencia f ( x )= Ax® + Bx> + Cx+ D (siempre que

A+#0), sudominio son todos los numeros reales.
2. Ax=t—x.
Af = AP + Bt? +Ct+D—(Ax3 +Bx?+Cx +D )

= A’ + Bt? + Ct — Ax* — Bx* - Cx
3. =d(—x* )+ B(2—x? )+ C(1-x)
=A(t—x)(t2+xt+x2 )+B(t—x)(t+x)+C(t—x)
=(t—x)(A(t2+tx+x2 )+B(t+x)+C)
(t—)c)(A(t2+t)c+x2 )+B(t+x)+C)

r—x

:A(t2 +tx+x° )+B(t+x)+C.

4.f(x):
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5.
Zf(x )zf,(x ):lz'm[A(t2 +ix+x7 )+B(t+x )+C]:A(x2 +x% +x° >+B(x+x )+C
X t—x

Z(x)=f’(x)=3/1x2 +2Br+C.

d.
1.Si £ (x )= Ax+ B, entonces ‘Zf(x):f'(x )=lim( 4 )=A.
X

t—>x
Si f(x)=A4x*+ Bx +C, entonces C;f(x):f'(x):zAx+B.
X

Si f(x)=4x>+Bx*> +Cx+ D, entonces CZ:(x)=f’(x)=3Ax2 +2Bx +C.

HeEoauE2H [ HIHIHIHIHIH I IHE A

SECCION 2.2 BLOQUE 2
EJERCICIOS 1

: ﬂ(x )=£"(x)=0, por el inciso a. de la propiedad 2.1.

dx
df : . |
2. d—(x)zf (x )=0, por el inciso a. de la propiedad 2.1.
X
3. Cjif(x )=1"(x )=—§, por el inciso a. de la propiedad 2.1.
X
df : . .
4, E(I )=f (¢ )=-23, por el inciso a. de la propiedad 2.1.
df : - |
5. d—(z )=f (z)=-14, por el inciso a. de la propiedad 2.1.
Z
6. Cil];(t )= £ (¢ )=-23, por el inciso a. de la propiedad 2.1.
7. Ci,f( x)=f (x)=8x-8, porelinciso b. de la propiedad 2.1.
X
df : | - .
8. 7(t )=1 (1 ):§t+5, por el inciso b. de la propiedad 2.1.
t
df : -, |
9. E(i )=f (t)=2t+16, por el inciso b. de la propiedad 2.1.

10. Zf( w)= £ (w)=18w—6, por el inciso b. de la propiedad 2.1.
w
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11. ﬂ(x )=/ (x ):—;xz, por el inciso ¢. de la propiedad 2.1.

dx

12. ilif( x)=f (x)=27x> -4, porelinciso c. de la propiedad 2.1.
X

13. C;f( x)=f (x)=6x2+10x+7, por el inciso c. de la propiedad 2.1.
X

!

14. ‘jlf(x )=/ (x)=—-x> —6x+4, por el inciso c. de la propiedad 2.1.
X

15. ci,f(z )=f,(z )=3z% — 24z + 36, por el inciso ¢. de la propiedad 2.1.
zZ

16. i;f(w):f'(w)=3w2 +8w+ 5, por el inciso c. de la propiedad 2.1.
w

SECCION 2.2 BLOQUE 2
EJERCICIOS 2
1

FIN DE SECCION
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unoaps | pRESENTACION

La Unidad 3. “DERIVADA DE FUNCIONES ALGEBRAICAS” atiende el propdsito:

Al finalizar la unidad el alumno: Usara el concepto de derivada a través de su
representacion algebraica para identificar patrones de comportamiento y obtendra las reglas
de derivacion; utilizara estas reglas para obtener la derivada de una funciéon de manera eficaz
y la reconocera como otra funciéon. Ademas, aplicara las reglas de derivacién en diferentes
contextos.

Clasificamos los aprendizajes y la tematica propuestos en dos secciones de titulos:

3.1 Derivacion de funciones algebraicas.
Esta seccion incluye:

Cuatro bloques.

Dos secuencias didacticas.

Siete bloques de ejemplos resueltos.
Seis bloques de ejercicios propuestos.

3.2. Problemas de aplicacion.

Tres bloques.

Una secuencia didactica.

Tres bloques de ejemplos resueltos.
Tres bloques de ejercicios propuestos.

Ademas, el lector observara en el desarrollo da cada seccion:

1. Titulo

2. La estrategia de aprendizaje para su desarrollo.

3. Breve introduccion sobre la importancia de la tematica.

4. Los elementos teoricos basicos de los contenidos tematicos y aprendizajes que sefiala el
programa de estudios correspondiente.

5. Definiciones basicas (y formales) sobre los conceptos relevantes.

6. Propiedades (teoremas inherentes a la tematica de la disciplina).
La unidad también incluye:

La seccion de evaluacion diagnéstica, con:
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i. Un examen de evaluacion diagnostica, de considerarlo pertinente el docente, el estudiante debera
realizarla; incluye escala de acreditacion.

ii. Las respuestas a las preguntas del examen diagndstico y una bibliografia parte de las
sugerencias y apoyo para aquellos alumnos que no lograron aprobar el examen.

La seccion de evaluacion de la unidad, con:

i. La evaluacion de la unidad (en la taxonomia de: conceptos, desarrollos operativos y problemas
que requieren un mayor grado de pensamiento).

ii. Las respuestas a la evaluacion propuesta.

La seccion de soluciones, con:
i. Las soluciones de las secuencias didacticas propuestas.
ii. Las soluciones de las secciones de ejercicios propuestos.



SECCION 3.1 DERIVACION DE
FUNCIONES ALGEBRAICAS

APRENDIZAJES TEMATICA
1. Identifica el patrén de comportamien- 1. Derivada de funciones del
to de derivadas de funciones del tipo: tipo f (x )=x"
f (x )=x" obtenidas utilizando la defini-
cién y determina su regla de derivacion. 2. Reglas de derivacion para:
- Funcién constante.

2. Obtiene la derivada de una funcién po- - Funcion lineal.
linomial de 1°, 2° y 3° grados usando la - Constante por una funcion.
definicion en su representacion: - Suma de funciones.

i £ ()= (x) - Producto de funciones.

> t-X - Cociente de funciones.
3. Identifica geométricamente la relacion - Funciones del tipo [f (x)]"
de la representacion de la derivada: con f ( x) polinomialy n un

£(x )= Iim f(X+AZ )-f(x) numero racional.
AX—0 X

con la representacion anterior.

4., Obtiene derivadas utilizando los dos
limites anteriores.

5. Explica la relacién existente entre la de-
rivada de una funcion lineal y la pendiente
de la recta; identifica dicha relacion en el
caso de la funcidn constante.

6. Identifica patrones de comportamiento
de las derivadas en operaciones con fun-
ciones: suma, producto, cociente y de la
forma [f(x)]" para obtener las reglas
de derivacion correspondientes.

7. Obtiene la derivada de funciones alge-
braicas usando las reglas de derivacion y
la regla de la cadena.
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DERIVADA DE FUNCIONES POLINOMIALES

Con un numero adecuado de preguntas
ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE especificas guiamos al estudiante, para que
utilizando el cociente de Newton y un proceso
inductivo establezca una conjetura respecto a la
funcion derivada asociada

f(x)=x",
es decir,

!

f(x)=nx"",

Si f sea una funcion derivable, entonces es posible aplicarle cociente de Fermat
||'mf(t)_f(x)’
t—x t—X

o el cociente de Newton
. Fx+Ax )—-"F(x
i )= 1 (x)
AXx—0 AX
ambas aplicaciones genera una nueva funciéon cuya regla de correspondencia se representa

simbdlicamente
f(x).

Entre la gama de funciones derivables las mas comunes son las funciones “potencia’, mismas que
trataremos en la presente seccion.
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SECCION 3.1

g5 &

FUNCION DERIVADA ASOCIADA
= A LA FUNCION POTENCIA

INICIO
1. Proporciona la definicion la “funcion derivada” en términos del cociente de Fermat.

2. Proporciona la definicidn la “funcién derivada” en términos del cociente de Newton.

DESARROLLO
FUNCION DERIVADA ASOCIADA A f ( X )= x", SI n ES UN NUMERO ENTERO POSITIVO
3.Sea f (x )=x, obtén:

i f(t)
i. f(t)-f(x)
f(t)-f(x)

t—X

w. £/ (x)=tim (D)= F(x)

t—x t—X

4.Sea f (x )=x2, obtén:

i f(t)
ii. £(t)-f(x)
f(t)-f(x)

t—X

w. £ (x)=tim (D)= F(x)

t—x t—X
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5.Sea f (x )=x>, obtén:

i f(t)
ii. £(t)-f(x)
f(t)-f(x)

t , simplifica (recuerda que t° — x® = (t—x )(t2 +ix—x? )).
—X

iv.f'(x):ﬁmf(t)_f(x)

t—x t—X

6. Completa la tabla:

FUNCION FUNCION DERIVADA

CIERRE
7. En la tabla del inciso 6. observa el patrén de comportamiento de la funcién derivada y establece

una conjetura respecto a la derivada de la funcion f ( x )= x".

Fin de actividad <
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SECCION 3.1

BLOQUE 1
EJEMPLOS 1

Ahora utilizamos la definicion de derivada en términos del cociente de Newton.
1.Si f (x )=3x—2, entonces

i f(x+AX)=3(x+Ax)-2

ii. £ (x+Ax)—f(x)=3(x+Ax)-2—(3x—2)=3Ax
f(x+Ax)-f(x) 3Ax

i, 3
AX AX

v, £'(x )= tim T OHFX)=F(X) g g
Ax—0 AX AX—0

2.Si f (x)=4x*+5x -6, entonces

. f (x+Ax )=4( x+Ax ) +5( x+Ax )—6.
"1; (x+Ax)—f(x)=4(x+Ax )? +5(X+Ax)—6—(4x2 +5x—6)=8Ax+4A2x+5Ax.
f(

2
" F(x+Ax)-f(x)_8Ax+4A X+5AX o an e
AX AX
iv. ' (x)= Iim Flxeax)-1(x)_ lim (8% + 4Ax+5 )=8x +5.
AX—0 AX AX—0

3.8i f (x)=2x®-7x?-2x-1, entonces:
i f(x+Ax)=2(x+Ax )* —7(x+Ax ) —2( x+Ax )-1
i
f(x+Ax)—f(x)=2(x+ax ) —7(x+Ax )? —2(x+Ax)—1—(2x3 —7x? —2x—1)
= 2X3 4+ BX2AX + BXAX + 2A%X — Tx? —14XAX — TA?X — 2X — 2AX — 2X3 + Tx? + 2x
= 6XAX + BXA*X + 2A°X — 14XAX — TA° X — 2AX.
" (x+Ax )= f (x) _ 6X*Ax+6XA?X + 2A°X —14XAX — TA*X - 2AX |
AX AX
=6X° + 6XAX + 2A°X — 14X — TAX — 2.

iv. f(x )=AI|'m0 f (X+AZ)3_ f(x )=All'mo(6x2 + BXAX + 2A%X — 14X — TAX — 2 )=6x2 ~14x-2.
X—> X—>
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SECCION 3.1 BLOQUE 1 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

Aplica el cociente de Newton y obtén la funcién derivada.
1.Si f ( x )=-8x calcula:

i f(x+Ax)
ii. f(x+Ax)—f(x)

f(x+Ax)-f(x)
AX

iv. f'(x):AIimof(XJrAZ)_f(x)
X—> X

2.Si f (x)=-4x+1 calcula:

i f(x+Ax)

ii. f(x+Ax)-f(x)

f(x+Ax)-f(x)
AX

iv. f'(x):AIim0 f (X+AZX)_ f(x)

3.Si f ( x )=5x%—-3x calcula:
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i f(x+Ax)

ii. f(x+Ax)—f(x)

f(x+Ax)-f(x)
AX

iv. f'(x):All’mof(XJrAZ)_f (x)
X—> X

4.8i f (x)=3x*-x-1 calcula:

i f(x+AX)
ii. f(x+Ax)—f(x)

f(x+Ax)-f(x)
AX

iv. f'(x):All'm0 f (X+AZ)_ fx)
X—> X




5.8i f(x)=-3x%+5x*-7x+2 calcula:
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i f(x+Ax)

ii. f(x+Ax)—f(x)

f(x+Ax)-f(x)
AX

v, £(x)= lim f (“AZX)_ f(x)

6.Si f(x)=x>-x%—-x+1 calcula:

i f(x+AX)
ii. f(x+ax)-f(x)

i f(x+Ax)-f(x)
AX

iv. f'(x)= lim f (“AZX)_ f(x)
X—>
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7.Si f(x )=£x3 + 12 calcula
8 2

i f(x+Ax)
ii. f(x+Ax)-f(x)

i f(x+Ax)-f(x)
AX

. £(x)= lim f (“AZ)_ f(x)
X—> X

8.Si f (x)=4x®+8x-6 calcula:

i, f(x+Ax)

ii. f(x+ax)—f(x)

f(x+Ax)-f(x)
AX

iv. f'(x):All'm0 f (X+AZ)_ f(x)
X—> X
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SECCION 3.1

FUNCION DERIVADA ASOCIADA
A UNA FUNCION POLINOMIAL

INICIO
1. ¢ Cual es la definicion “funcion derivada” en términos del cociente de Fermat?

2. Proporciona la definicidn la “funcién derivada” en términos del cociente de Newton.

DESARROLLO
FUNCION DERIVADA ASOCIADA A f ( X )=a, +a;X+a,X* +a,x°.
3.Sea f (x)=a, +a,x, obtén y simplifica:

i f(x+Ax)

ii. f(x+Ax)—f(x)

f(x+Ax)-f(x)
AX

- f(x+ax)-f(x)
AXx—0 AX
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4.Sea f ( x )=a, +a,x+a,x*, obtén y simplifica:

i, f(x+AX)

ii. f(x+ax)-f(x)

it f(x+Ax)-f(x)
AX

_ f(x+ax)-f(x)
Ax—0 AX

5.Sea f (x)=a,+ax+a,x*+asx’, obtén y simplifica:

i f(x+AX)

ii. f(x+Ax)—f(x)

f(x+Ax)-f(x)
AX

. lim f(x+Ax)-f(x)
Ax—0 AX
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6. Completa la tabla:

FUNCION FUNCION DERIVADA

f(x)=a,+ax

f(x)=ay+ax+a,x?

f(x)=ay+aX+a,x* +a,x°

CIERRE

7. Enla tabla del inciso 6. observa el patron de comportamiento de la funcion derivada y establece
una conjetura respecto a la derivada de la funcién

f (X )=ay+aXx+ax* +ax> +---+a,x".

Fin de actividad <=
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DERIVADA DE LA FUNCION f ( x )=x".

Si n es un nimero entero positivo, entonces f ( x )= x" se llama “funcién potencia” (o potencial)
y por derivada la funcién

!

f(x)=nx""

La propiedad 3.1 lo formaliza.

PROPIEDAD 3.1

!
Si f(x)=x"y n esunnumero entero positivo, entonces f (x )=nx"".

SECCION 3.1

BLOQUE 1
EJEMPLOS 2

Utilizando la propiedad 3.1.
1.Si f (x )=x"', entonces

2. f (x)=x*, entonces

f'(x )=43x*3" = 43x*.
3. f (x)=x°?, entonces

f'(x )=62x52" = 62x°L.
4. f (x )=x""" entonces

f'( x )=1077x2077 =1077x1°7®,
5. f (x )=xP"®, entonces
f'(x)=(p+8 xP®L=(p+8)x".
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SECCION 3.1 BLOQUE 1
EJERCICIOS

DERIVADA DE LA FUNCION f ( x )=x".

Dependiendo del numero que tenga asignado n es el nombre que recibe la funciéon f ( X ): x",
por ejemplo, si n es un nimero entero negativo f ( X )= x" es una funcién racional, si n es un
nimero racional (no entero), entonces f ( x )=x" es una funcién algebraica, etcétera. Para

obtener la funcién derivada asociada a f ( x )= x" en donde n es un nimero racional (positivo o
negativo), se utiliza la propiedad 3.2 .

PROPIEDAD 3.2

!
Si f(x)=x"y n esunnimero racional, entonces f (x )=nx"".

Al aplicar la propiedad 3.2. es necesario que la funcion a derivar se encuentre escrita en la forma
f(x)=x".

AYUDA AL

LECTOR

Recuerda:

, _ 1
Si x=0,entonces x " = —y x" =
X

X—n

1
Si m, n son nimeros entero positivos y x>0, entonces x" = 7/x .
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SECCION 3.1

BLOQUE 1
EJEMPLOS 3

Derivemos algunas funciones con regla de correspondencia de la forma f (x )= x"ynesun

numero racional.
. ’ 4 _ 4
1.Si f (x)=x"* entonces f (x )=—4x*"=-4x°=——.

X5

2. La funcién racional f ( x )= ie es equivalente a f (x )=x"°, por tanto, la funcion derivada
X

6

que tiene asociada es f '( X )=—6x"°1=—6x"=- —.
X

3. Para derivar f ( x )=3/x, primero la rescribimos en términos de una potencia fraccionaria,

L
entonces f ( x )=x2 yla funcién derivada asociada es

' 1 11— 1 1
f(x)==x3 ==x3=—"r= .
3 3 3X§ 33{/)(2
1 1 5
- : 11 12 1
4.5 f(x)=x *, entonces f (x)=—tx 4 ——Tyxe__ 1 __ 1
i f(x)=x *4,entonces f (x) i i 4X% Wi

7X
1
6. La funcion f ( x )=Slr puede rescribirse como f ( x )=i1:x 8, Por tanto, su derivada es
X 3
X
1 9
: 11 12 1 1
R A e
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SECCION 3.1 BLOQUE 1 Nombre

EJERCICIOS
3 Fecha

Obtén la funcidn derivada y rescribela de manera que no incluya potencias fraccionarias.

1. f(x)=x7.

5 f(x):;&
6. f(x)="
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PROPIEDADES OPERATIVAS DE LA DERIVADA

Proponemos funciones en las que se aplicamos
ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE la propiedad de linealidad (aditividad y
homogeneidad) de la derivada en la obtenciéon de
la funcion derivada asociada a combinaciones de
funciones cuya regla de correspondencia de la
forma

f(x)=ay,+ax+-+ax"
al utilizar las propiedades de las potencias.

LAS PROPIEDADES DE HOMOGENEIDAD Y ADITIVIDAD DE LA DERIVADA

Gran diversidad de funciones pueden interpretarse como la combinacion de otras funciones; por
ejemplo, ciertas funciones se interpretan como el producto de una funcién y un nimero real, otras
como la suma algebraica de funciones y/o como una combinacion de ambos casos.

En la propiedad 3.3, las funciones involucradas se interpretan como la combinaciéon de
funciones conocidas.

PROPIEDAD 3.3

HOMOGENEIDAD Y ADITIVIDAD
Sean f y g funciones derivablesy C un numero real distinto de cero.
a.Si
f=Cg,
entonces

f' = Cg' (propiedad de homogeneidad).
b.Si f y g son funciones derivables, entonces

(f+g)
es derivable y

(f+g)=f +g (propiedad de aditividad).

Los incisos de la propiedad 3.3 se simplifican en una sola propiedad llamada linealidad, es decir,
(f+Cg)=f +Cg .
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SECCION 3.1

BLOQUE 2
EJEMPLOS 1

Derivemos algunas funciones con regla de correspondencia de la forma f (x ): x"y nesun
numero racional.

1.Si f (x)=x*+3x?, entonces f’(x):(x4 )'+3<X2 )'

=4x3 +6x.
2. Si f(x)=2\&+ix8,entonces f'(x)=2(&)’—i(x8)
1 1, ., 1 _,
=2 - (8 )x' =—=-2x".
2:/x 48 Jx
.y 3 5 -3 L 1 = 3
3.Lafuncion f (x )=> -~ —8x2 puede rescribirse como f ( x )=3x"-5x 4 -8x"°,
X 4/x

por tanto, ' ( )=(3x‘1 )' —( 5x ¢ j —(SX_3 )' =3( X )' —5[ Xt ) _8( X )'

4. La funcion racional f (x )= LG es equivalente a f (x )=x"°, por tanto, la funcién derivada
X

que tiene asociada es

f'(x)=—-6x"°t=—6x" :—g
X
1
5. Para derivar f ( x )=3/x, larescribimos como potencia fraccionaria, f ( x )= x2,
1 2
' —1 —
por tanto, la funcién derivada asociadaes f (x )= Letilyso o1
3.8 L5 #
X
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SECCION 3.1 BLOQUE 2 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

Obtén la funcidn derivada y rescribela de manera que no incluya potencias fraccionarias.
1. f(x ):4_615)(2 —8x°.

3 1 ,
3. f(x)=6/Xx——o=—"X"".

4. f (z )=é+8§ﬁ+gz‘2.
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5. 1 ( —\/3—3—5%/W7+;w‘2

6. g \F—103 +i—8y—4+4
7.g(r):7+x/r%_8%/r7+r53_§r_4+2r'
8. f(r)=—2°- 8% 2

\/75 5r3
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DERIVADA DE UNA COMBINACION DE FUNCIONES

ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE

Se proponen funciones que pueden interpretarse
como productos yl/o divisiones de otras
funciones derivables, se obtienen la funcion
derivada (ya sea de los factores o de las
funciones denominador y numerador) y se
sustituyen las partes correspondientes en la
regla de derivacion. El proceso antes descrito
tiene la finalidad de servir como modelo que el
alumno analice y posteriormente lo utilice para
obtener la derivada de funciones que puedan
interpretarse como productos y/o divisiones de
funciones derivables.

DERIVADAS DE PRODUCTOSY DIVISION DE FUNCIONES

Otras funciones (derivables) pueden interpretarse, ya sea como el producto o la division de dos
funciones derivables. La aplicacion de la definicion de funcion derivada (en forma del cociente de
Newton o del cociente de Fermat) a un producto de funciones derivables o a una division de
funciones derivables conduce a la propiedad 4.

PROPIEDAD 3.4

DERIVADAS DE PRODUCTOS Y DIVISIONES
Sean f y g son funciones derivables en un mismo dominio:

a.Si F=f-g,entonces F = f - g esderivabley F’:f-g’+g-f'.

b.Sig=#0y F:i,entonces F:i es derivable y F =
g g

g-f -fg
- 19

g

SECCION 3.1

BLOQUE 3
EJEMPLOS 1

Obtén la funcién derivada y rescribela de manera que no incluya potencias fraccionarias.
1. F(x )=(x3 —X X4x2 +3x-2 )
Sean:



UNIDAD 3.1 Derivacion de funciones algebraicas 161

entonces

!

f'(x)=3x* -1y g (x )=8x+3
luego
F'(x)=(x*—x )(8x+3)+(ax? +3x-2 )(3x*-1).

2. F(x )[i?+ix}x4—2ﬁ).
Sean:
f(x):\§-+ixyg(x):x4—2x{
entonces
f(x):—£—+;1ngx)=4x3—4n
4/x 4
luego
FK )_(ﬁ§+ixJ(m@ 4x)(x —2X X xx+1j
°
3.F()():(1—2x+6Jx)[xz-—4xJ.
Sean:
1
f(x):1—2x+6J§yg(x):x2—Zx,
entonces
F(x0)=2+ 2 yo(x)=3 -y
luego
3
F'(X)=(1—2x+6&)(2&—1){)(2_31)(}( 2+IJ
10
4 F(Xx)=—————.
(x) X% +2x+1
Sean:
f(x)=10y g(x)=x*+2x+1,
entonces

f'(x)=0yg(x)=2x+2,
luego
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: (x2+2x+1)0)-10(2x+2)_ -20x-20

F = .
(x) (x2+2x+1f (x2+2x+1f
5x+3
5. F(x)= IR
Sean:
f(x)=5x+3yg(x)=x*-1,
entonces
f'(x)=5yg(x)=4ax
luego
F(x) _(x*-1)5)-(5x+3Mx® _ 15x* +12x° +5
(x O (x*-1f
63/x
6F( 2x/7+X 1
Sean:
f(x)=6/xyg(x)=2/x+x-1,
entonces
' _ 2 (x)=—r+
f(X)_%/XTyg( ) \/* 1
luego
y _(mﬂ_l)u%] () Lo1)
X )= .
(2/x+x-1]
7F (x)= XX
1-x-x
Sean
f(x)=x+/xyg(x)=1-x-x2,
entonces
f'(x)= 1+§Q;r g (x)=-1-2x,
(1—x—x2X1+ 1 j+(x+¢xXl+2x)
F(x)= 2l -

(1—x—x2f
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3x% +6Xx—2

8.SiF(x)= , calcula F(0).
Fx) x° —4x3 —5x +1 - (0)
Sean
f(x)=3x"+6x-2yg(x)=x>-4x*>-5x+1,
entonces
f'(x)=6x+61y g (x)=5x*-12x2 -5,
F'(X):(x5—4x3—5x+1)(6x+6)—(3x2+6x—2)(5x4—12x2—5)
(x5—4x3—5x+1f
y
F,(O)Z(l)(G)_(_ZZ)(_S):—‘]-
(1)
&SiF(x):g——gi——ncmmm;F11).
4x/§+3%/;
Sean
f(x)=8xyg(x)=4/x+3x,
entonces
f(x)=8y g (x)= 2+ .
N
(a/x+33x )(8)-(8x)| 2+ 1
F(x)= Ll
(4x/;+3?{/;)2
y

Fv(l):(4+3)(8)+(8)(2+1) 80

(4+3Y 49
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SECCION 3.1 BLOQUE 3 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

1. Obtén la funcion derivada.
a. F(x )=x2(6x5 -8x°+6 )

b. F (x ):(2x3—5x2 +3X )( 2x* —4x° -3 )

c. F(x)

Il
VR
X | =

~7x? +3x—5 j(x3+2x2 +2).




d G(z )=(z‘2+z2 )(z‘3+22‘2 +1).
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e.G(z)=(/z+32% J(z+1).

2. Obtén la funcion derivada.
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6

b. F =
(w) Aw+w+1

y2+9°

) am? +2m-1

d. G(m
m+3




UNIDAD 3.1 Derivacion de funciones algebraicas 167

2
y°—-y+11
e. H(y)=2 ~¥7=
(y) Vyr6
2
y°+3y-2
f. L == 7
(y) =
X2 +x1+4
g M (

Cx242xto3
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x -1
h'F(X)Z;ﬁ+1'
1
i. F(x =y
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3. Obtén la funcion derivada y evaluala donde se indica.
a.v(t)=(t* -t -2t J(2-t-t? ),v'(0).

b.a(t)=(-4t>+6t )(8-6t2 ) a'(1).
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d.9(x)= 2% g(1)
X°+9
er(s)= S5 (1)
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LA REGLA DE LA CADENA

ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE

1. Definimos la composicion de dos funciones
identificando a las funciones componentes como
“funcion interna” y “funcién externa”.

2. Proponemos funciones que pueden interpretarse
como una composicion de dos funciones derivables;
identificadas las funciones componentes obtenemos sus
funciones derivadas. Posteriormente evaluamos Ia
derivada de la funcién externa en la funcion interna y el
resultado obtenido es multiplicado por la derivada de la
funcién interna. Este proceso sirve como modelo para
que el alumno utilice la regla de la cadena para derivar
composiciones de funciones.

La regla de la cadena es una propiedad de gran importancia por su aplicacion en la obtencion
de la derivada de una funcién. Este resultado permite calcular la derivada de la composicién de
funciones. Antes de establecer la regla de la cadena es necesario recordar la operacién entre

funciones llamada composicion.

AYUDA AL

LECTOR

COMPOSICION DE FUNCIONES

Sean dos funciones: f y g, de modo que el dominio de la segunda esté incluido en el
recorrido o codominio de la primera, se define una nueva funcién que asocia a cada elemento del

dominio de g ( x ) el valor

f(g(x)).

tal operacion se llama composicién de funciones

(fog)x)=f(g(x))(selee g seguidade ).
Para derivar una composicion de funciones es necesario identificar las funciones que la generan,
para tal efecto, a la funcién que inicialmente se aplica a X la llamaremos “funcion interna” (en este
caso la funcién g )y a la que aplicamos posteriormente sera la “funcién exterior” (la funcién f ).
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SECCION 3.1

BLOQUE 4
EJEMPLOS 1

Identifica las funciones involucradas si se interpreta la funcion F como una composicion de

funciones.
1. Si F(x )=\ 411,)(4 +5x3, sean: g ( x ):411)(4 +5x%y f (x)=-/x las funciones interna y
la funcién externa respectivamente,

funcién externa

\ funcién interna

2. En F(x):<8x3—6x2+6)8, sean g(x)=8x3-6x>+6y f(x)=x® las funciones

interna y externa respectivamente,
funcién externa

8
F(x)=| 8x°-6x"+6 | .
%f_—/

funcién interna

6
3.En F ( x ):( 2X+36 ] ,sean: g(x)= 2XX+ 36 y f ( x )= x° las funciones interna y externa
X — —

respectivamente,
funcién externa

6

X+3
Fx)= 2x—6

funcién interna

4. En F(x ):12—(x2 +-8X + 24 )5 , sean: g(x)=x"+8x+24 la funcion interna y
f ( x )=12-x" la funcion externa,

funcion externa

5
F(x)lZ—[x2+8x+24J.
%/—J

funcion interna
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PROPIEDAD 3.5

PROPIEDAD 5 (REGLA DE LA CADENA)
Sean f y g dos funcione, que g esderivableen x y f esderivableen g ( X ) entonces

!

F'(x)=(fog)(x)=f(g(x)) (x).

SECCION 3.1

BLOQUE 4
EJEMPLOS 2

1.En F (x ):(4—8x2 )3,si: f(x)=x>y g(x)=4-8x? entonces

f'(x)=3x2y g (x)=-16x.
También

!

£'(g(x))=3(4-8x2 Fy t'(g(x))g'(x)=3(4-8x* f(-16x)
f'(g(x))g'(x)=-a8x(4-8¢ }.

Finalmente F ( x )=

2. Para obtener la funcion derivada de F ( x )= 3l6x3 +2x2 —5x +1, sean:
f(x)=3/xyg(x)=6x>+2x*-5x+1,
entonces
' 1 ’
f(x)= y g (x)=18x* +4x -5, ademas
2/x2 ()
' 1
f(g(x))= -
3%/(6x3 +2x2 —5x +1)
f'(g(x))g (x)= L . (18x2+4x—5),
3%/(6x3+2x2—5x+1)
' ' ' 18x? +4x -5
F(x)=f(g(x))g(x)= -
3‘#(6x3+2x2—5x+1)

; 4 2 P 2 >
3.Si F(x)=\/(1+5x—6x ) , entonces F(x)=(1+5x—6x )4.Sean:
5
f(x)=x*yg(x)=1+5x—6x2,

por tanto,

1
5 7 5 '
=" x4 ="4/x X )=5-12x,
2 2 y g( )
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f’(g(X))=iWy f'(g(X))g'(x)=i‘{Km)(5—1zx)
Fi(x)= f'(g(X))g'(x)=iﬁ(m)(5—12x),

4 6
4. Derivemos la funcion L(x):(1+4x] (2ﬁ+;x5} .
X

6 4
Tratamos a L ( x ):( 2-/x + ;xf’ j ( 1 ax j como un producto de funciones con factores:
X

1Y 1 *
Q(x)=(2¢x+5x5]ylﬂ(x)=(+4xj.
X
Para derivar las dos funciones anteriores (factores) utilizamos la regla de la cadena

6
En Ll(x):( 2&+;x5 j ,sean f(x)=x%y g(x):2ﬁ+éx5,entonces

£'(x)=6x%y g'(x)zj;+x4,asi f'(g(x)):G( 2x&+;x5J y

gxx):fxg(x)bxx):G(A&+éx5f(;%+x4)

4
Para Lz(x)=()1(+4x) ,sean f, (x )=x"y gz(x)=)1(+4x,

entonces

3
f,(x)=4x% g, (x):—iz+4 y fz(gz(x)):4( )1(+4xj , finalmente
X

3
' ' ' 1 1
L (x)=f (g(x))g (X)=4(X+4Xj (—X2+4j.
Por Ultimo, aplicando la regla de derivacién de un producto de funciones,

L,( X ):[ 2x&+éx5 j64( )1(+4x T( —X12+4 j+( )1(+4x )46( 2ﬁ+éx5 js( %+x4 J

0 bien
L'( X )=4( 2\&+;x5 jG( )1(+4x jT —X12+4 j+6( )1(+4x j4( 2x&+éx5 js( j;er"' J

A5 +4/x

5. Derivemos la funcion R ( x )= - .
4x° —6X

R(x)= L+l

4x3 —6x

puede tratarse como una division con
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dividendo M ( x )=+/5+-/x ydivisor N ( x )=4x>—-6x.
Para derivar M ( x )=+/5++/x , sean
f(x)="xyg(x)=5+x,

entonces
f'(X)=23&yg'(X)=%-
' L M=+ (x)=_+ 1

También N ’( X )=12x? —6, por Ultimo, aplicando la regla para derivar una division obtenemos

S_ex| ot |- 2_
_<4X 6X{2x5&+><} (\mxm ‘)

(4x3 —6X )2
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SECCION 3.1 BLOQUE 4 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

1. Identifica las funciones componentes, derivelas y obtenga la derivada de la funcién.

1 3
a. F(x)=(3x3—2x+7j .

f(x)= g(x)=
f'(x)= g (x)=
t'(g(x))= F'(x)=f(g(x))g (x)=
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e. H(t):\/t?;—4t+5.
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f(1)- o(t)-
t(t)= g'(t)=
'(g(t))= H'(t)=f (g(t))'(t)

(1) o(t)-
f(t)= g (t)
f'(g(t))= H'(t)=f(g(t))g'(t)

2. Obtén la funcioén derivada.

a H(t)=(t?+6f(t2-4a .
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b.v(t)=(t?+6 (2t f.

c v(t)—\?ii
d.a(t):(t—m)z

(t+10)*
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% rt+d
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(4—x2 )4 +1
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L F(x)=(xra) (e r2).

FIN DE SECCION
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SECCION 3.2 PROBLEMAS
DE APLICACION

APRENDIZAJES TEMATICA

8. Identifica a la derivada como una fun- 3. Problemas de aplicacién

cion que proporciona la pendiente de la de cambio instantaneo, por

recta tangente en cualquier punto de la ejemplo: calculo de tangen-

gréfica de la funcidn original. tes, calculo de velocidades,
célculo de tasa marginal.

9. Identifica a la derivada de una funcion

que proporciona la razén de cambio ins-

tantaneo.

10. Utiliza la funcién derivada para resol-
ver problemas en diferentes contextos.
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LINEA RECTA TANGENTE Y LINEA RECTA NORMAL

ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE

Utilizando preguntas pertinentes como guia se
induce al estudiante para que, utilice el
significado geométrico de la derivada y obtenga
la ecuacion de la linea recta que es tangente a la
curva asociada a una funcién derivable.

Y A curva asociada
a la funcion f
linea recta
tangente
f (Xo) —————— punto de tangencia

(%, T(%))

linea recta
normal
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SECCION 3.2

LiNEA RECTA TANGENTE Y
LINEA RECTA NORMAL

INICIO

a. Sea f una funcién derivable sobre un intervalo especifico, ¢ cuél es el significado geométrico de
la funcién derivada que tiene asociada?

b. Escribe la forma punto pendiente de la linea recta que contiene al punto p, (X, , T (X, ) )y

tiene pendiente m = £ ( x, ).

DESARROLLO

¢. Determina la ecuacion de la linea recta que es tangente a la curva asociada a la funcién f en el

punto de tangencia p, (%, , T (%, ) ) ypendiente m=f ( x, ).
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d. Traza la linea recta tangente de pendiente m= f'(xo) y tangente en el punto
p (% . f (% ))alacurvaasociada a la funcion f .

A
&\
f \\
N puntop
(X)) ——---Eig\ de
: tangenci
|
i
|
A
R
|
0 Xo >

e. ¢Qué nombre recibe y que condicién satisface la linea recta perpendicular a una linea recta
tangente a una curva?

f. Traza la linea recta normal de: pendiente m= f'(x0 ) y punto de tangencia
p. (X, , T (% ))alacurvaasociada alafuncion f .

' A
N B

puntop
(X ) [F=r==— | e
0 .
I ta1ge1C|

<Y
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g. Determina la ecuacion de la linea recta perpendicular a: la linea recta tangente a f en

p. (% . f (%)) conpendiente m=f (x, ).

CIERRE

h. COMPLETA
i. La ecuacion de la linea recta tangente a la curva asociada a la funciéon f (derivable) en el punto

de tangencia p, (%, , f (%, ) )ypendiente m=f (x, )es:

ii. La ecuacion de la linea recta normal a la curva asociada a la funcion f en el punto de

tangencia p, (%, , f (%, ) )ypendiente m=f (x, ) es:

Fin de actividad <
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PROPIEDAD 3.6

Si f esuna funcion derivable sobre el intervalo que contiene al niumero X, entonces:
a. La linea recta tangente a la curva asociada a f en (x,, f (X, )) (punto de contacto o

tangencia), pendiente my = f (X, ) yecuacion y—f (%, )= (%, X X=X, ).

b. La linea recta normal a la curva asociada a f en el punto (X, , f (X, ) ) (punto de contacto o

tangencia), pendiente my = f (X, ) m, =— L £ (%, ) yecuacién

f(x)

(x—x, ), siempre que f ( x, )#0.

y_f(XO ):_fI(X )

También se define a una linea recta tangente como aquella que corta a la curva asociada a
una funcién en un Unico punto, puesto que es una definicion muy intuitiva, estrictamente hablando se
trata de una definicion incompleta y por tanto, es errénea. La propiedad 3.6 es local (esta
definida con base a un intervalo).

Y A Y A

linea recta f
tangente

no son lineas rectas
tangentes

f(X )t === ==2 f(X )= == —/——
(0) punto de 0

tangencia |

<Y

I
|
|
% %

SECCION 3.2
BLOQUE 1
EJEMPLOS 1

CONSTRUCCION DE LA ECUACION DE LA RECTA TANGENTE Y ECUACION DE LA RECTA
NORMAL
a. El calculo de la ecuacion de la linea recta tangente, en el punto p; (1, f(1)), a la curva

asociada a la funcion f ( x )=x? +1 requiere:
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i. Obtener explicitamente el punto p; (1, f (1) ). Puesto que f(1)=(1)*+1=2, el punto de
tangenciaes p;(1,2 ).
ii. Obtener la funcién que describe el comportamiento de la pendiente de la linea recta tangente, es
decir, la funcion derivada. Puesto que

f'(x )=2x, entonces m; = f (1)=2(1)=2.
iii. Utilizar la forma punto - pendiente de la linea recta, es decir, la ecuacion

Y —Yo =m(x=x,)),

por tanto,

y—2=2(x~1) oenlaforma general 2x—y =0.
iv. La linea recta normal y la linea recta tangente contienen un punto en comun (el punto de
tangencia) y el producto de sus pendientes es menos uno, es decir, m; -m, = —1. Luego

2-m, =-1, de donde m, :—;

La linea recta normal tiene pendiente m, = —; y contiene al punto p; (1,2 ), por tanto, su

ecuacion es

y—2:—;(x—1), escrita en la forma general x +2y —5=0.

f(x)=x+1 T4

of | 1/

/ linea recta

2 +

tangente
\ 4 I 2X-y|=
2 linea recta
\ \rgrrnal
‘2 12 » X

b. Obtengamos la ecuacion de: la recta tangente y de la recta normal a la curva de
f(x)=2/2-x,si x,=-2.
i. Para obtener la ordenada del punto de tangencia evaluamos en x, =—2, por tanto,
Yo=2.,2-(-2)=4,
y el punto de tangencia es
pT( -2,4 )
ii. La derivada de f ( x )=2-/2—x eslafuncion
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' -1
f(x)= ,
(x) o
entonces

iii. Si sustituimos

1
My -y Xo==2Y Yo=4

en la forma punto pendiente de la linea recta obtenemos
1
y-4=-(x-(-2))
0 bien
X+2y—-6=0.

iv. La linea recta normal y la linea recta tangente son perpendiculares, se intersecan en el punto
Pr ( -2 ,4 ) y el producto de sus pendientes es menos uno, es decir,

my -m, =-1.
Luego
1
-3 )=
es decir,
m,=2.

La linea recta normal tiene pendiente m, =2 y contiene al punto p; (-2, 4 ), por tanto, su
ecuacion es
y-4=2(x-(-2)),
escrita en la forma general
2x—-y+12=0.

v 4

\\ o
NN\ 7
— /
TXIFepeqX \\4 inea recta

linea|recta // \ langente
normal / 5 N X+P2y{6=0

zx-y+14=U/ k\\
/ \
F
-4 -2 0 2 X
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SECCION 3.2 BLOQUE 1 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

1. Deriva y calcula la pendiente de la linea recta tangente en el numero indicado.

i f (x):x+i X=-2.
X

1
f _ _
i £ (x) 1+2x’X
t? -1
t)= , =3
. s(t) 241

iv. y(t)=(t+3)* t=-2.

2. Determina todos los valores de la variable independiente tales que la curva asociada a f tiene
lineas rectas tangentes de pendiente cero.
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iv. y(t)=-/t>?+2t+3.

3. Obtén la ecuacién de: la linea recta tangente y la ecuacion de la linea recta normal a la curva
asociadaa f( x )=x*—-3x>+5 enel punto de abscisa x, =1.




UNIDAD 3.2 Problemas de aplicacion 193

4, Obtén la ecuacion de: la linea recta tangente y de linea recta normal a
f (x )=2x%+5x? +3x 1 enel punto de abscisa x, = —1.

5. Construye la ecuacién de: la linea recta tangente y de la linea recta normal a la curva asociada a
f( x )=-2x* —3x®+5x en el punto de abscisa x, =—2.
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6. Calcula la ecuacion de la linea recta tangente y la ecuacién de la linea recta normal a la curva de

lafuncion f( x )= ~ % enel punto de abscisa x, = 4.

AJx%+9
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7. Obtén la ecuacién de la linea recta tangente y la ecuacion de la linea recta normal a la curva
asociadaa f( x )=x/x*+7 enel punto de abscisa X, = 3.

8. Determina la ecuacién de la linea recta tangente a la curva asociada f( x )=x? —3x+4
paralela a la linea recta de ecuacién 3x —y —2=0.




196 UNIDAD 3 Derivada de funciones algebraicas

1 1 r '  r [ [ _{ [ [ [ [ [ [ |
L 1 L L L 1 T T I T T T T T 11T T T T T
AR ga e ey 1 r r r r 1 1 1 T 1 1 T T T ]
| RN SIS &1 I T T | T 1 [ [ [T ] ]
1 1 1 r T T rF T T T T T 1T T T T T T
1 ! I ! ' 1/ J [ [ [ [ [ [ | [ [ [ [ |

MOVIMIENTO

Se guia al estudiante para que interpretando la
derivada asociada a una funcion como razoén de
cambio instantanea, modele y analice situaciones
de variaciones de cambio interrelacionadas.

ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE

TERMINOS PERTINENTES

Funcién derivada: Describe el cambio de la pendiente de la linea recta tangente en la curva
asociada a la funcién, o bien, funcién que describe el cambio instantaneo de una cantidad variable
(funcién) en términos de la variable independiente.

Pendiente de la linea recta tangente: Numero que se obtiene al derivar una funcion y evaluarla en
la abscisa de un punto.

Rapidez: Cambio instantaneo de una cantidad variable en un instante. La relacién existente entre el
desarrollo de una accién, proceso o fendmeno fisico y el tiempo transcurrido se conoce como
rapidez.

Velocidad: Cambio instantaneo de posicion de un objeto.

Aceleracion: Cambio instantaneo en la velocidad con respecto al tiempo. La derivada de la funcién
que describe la velocidad de un objeto.

SECCION 3.2

BLOQUE 2
EJEMPLOS 1

EJEMPLO 1. ALTURA DE UNA PELOTA
La altura de una pelota respecto al suelo al tiempo t (en segundos) es y ( t ): —4t? +10t + 25

metros.
i. Entonces la funcién que describe la velocidad instantanea de la pelota es

v(t)=y'(t)=-8t+10 m-s™.
ii. La velocidad instantanea a los 2 segundos es v (2 )=-8(2 )+10=-6 m-s".

iii. Su velocidad instantanea es cero cuando —8t +10=0, es decir,alos t = i segundos.

iv. Su aceleracion instantanea esté regida por la funcion a (t )=v (t )=-8 m-s™.
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SECCION 3.2 BLOQUE 2 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

1. MOVIMIENTO DE UN OBJETO
En un tiempo t la posicién de un objeto moviéndose a lo largo del eje s es s(t )=t% —6t? + Ot
metros, determina:

i. La funcién que describe su velocidad instantanea.

ii. La funcion que describe su aceleracién instantanea.

2. MOVIMIENTO DE UNA PARTICULA
Una particula se mueve a largo del eje X de acuerdo con la funcion X (t )=2t% +5t% +2, en

donde t representa el tiempo medido en segundosy X en metros.
Determina la funcion velocidad y la funcién aceleracion en cualquier instante t.

3. La funcion que describe el movimiento rectilineo de una particula es X (t )=t* — 27t +1.

i. ¢En qué momento la velocidad en nula?

ii. Calcula la aceleracidn en el instante en que la velocidad es nula.
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4. Determina la rapidez, a los t =10 segundos, de un mdvil que se mueve de acuerdo con la
funcién posicion x (t )=9.8t* +15 en donde x esta medida en metros y t en segundos.

5. Un movil se mueve de acuerdo con la funcion posicion x (t )=t + 48t metros. Obtén:

i. La funcién que describe su rapidez instantanea en un tiempo t.

ii. Su rapidez instantanea a los t =5 segundos.

iii. ¢ En qué tiempo el mévil tiene una rapidez instantanea de 64 ms™?

6. Calcula la aceleracion, a los t =10 segundos, de un mdvil, cuya rapidez estd descrita por la
funcién r (t ):10t4 +10, con t >0 (suponiendo que r estd dada en metros por segundo, y t
en segundos).

7. La rapidez de un movil esté descrita por la funcién r ( t )= t* — 200t , t > 0 metros por segundo,
determina:

i. El cambio instantaneo en la aceleracion a los t =5 segundos es:

ii. El instante en que el movil tiene un cambio de rapidez de 56 ms™ .
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8. Una ciudad esta afectada por una epidemia generada por cierto virus. Las autoridades sanitarias
estiman que t dias después del inicio de la epidemia, el numero de personas infectadas por el virus

se modela por la funcion p(t )= ( 40t% - 2t° )2.

i. Determina el modelo que describe la expansion del nimero de infectados.

ii. Calcula la rapidez a la que se expande el virus alos 2 dias.

9. El costo C de pedido y entrega de las partes electrénicas utilizadas en la elaboracién de cierto
200 x
x x+30

2
producto es C(x)=200( j pesos, X representa el numero de unidades

solicitadas.

i. Determina el modelo que describe la rapidez de cambio del costo de pedido en término del
numero de unidades solicitadas.

ii. Calcula la rapidez de cambio del costo de pedido cuando se solicitan diez unidades.




200 UNIDAD 3 Derivada de funciones algebraicas

1 1 r '  r [ [ _{ [ [ [ [ [ [ |
L 1 L L L T T T T T T T T 1T 1T T T T T
R ga e e 1 r r 1 T T T 1 1 T T T ]
| RN SIS« T T | ¢ ° [ [ 1T ] ]
1 1§ T T rFPT T T T T T T T T T T
1 ! I ! ' 1/ J [ [ [ [ [ [ | [ [ [ [ |

RAZONES DE CAMBIO RELACIONADAS

ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE

Presentando situaciones que el alumno analiza y
toma como base en la modelacion de funciones
que relacionan a las variables involucradas con el
tiempo.

Existen situaciones en las que una variable es funcién de otra variable, que a la vez esta
definida como una funcidn de una segunda variable. Supongamos que y = f ( X ) lo que significa

que la variable y depende (funcionalmente) de la variable x pero también x = x(t ) es decir, la

variable x depende (es funcion) de la variable t (por ejemplo t puede representar al tiempo). En tal
caso tenemos el modelo
y="f(x(t))

y la variacion instantanea de y respecto a t, esto es

! ’

y ()= (x(t))x'(1).

SECCION 3.2

BLOQUE 3
EJEMPLOS 1

1. Un globo con forma cubica se esté inflando de manera que su volumen V crece de acuerdo al
crecimiento de la longitud de sus aristas, es decir,
V=V(x),
que a su vez esta variando con el transcurso del tiempo, es decir,
x=x(t),
como consecuencia V (t )=V ( x(t ) ), el cambio instantaneo del volumen es la funcion

V()= SV (x(6)=V (x ()X (1)

2. El area de una region rectangular A=xy depende de las variables x y y. Si x y y cambian
con el tiempo, entonces el cambio instantaneo del area es la funcion
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A'(1)= LA =x(1) L y()ry (1) 3 x(1)

3. El volumen de un cubo con longitud de lado x esta dado por v =x3, si x cambia con el tiempo,
entonces

4. El volumen de cilindro circular recto de longitud de radio de la base r y altura h esta dado por
V =z r2h . Sitanto r y h son funciones del tiempo, entonces

v=alr()][h(1))
V()= [HOPGIn (0O} 2h (O] (OIS (0]

dt dt

. 4 . . .
5. El volumen de una esfera esta dado por V = gn r3, sir esfuncion del tiempo, entonces

V=2tar ()]

3
! d d
V(t)=v(t)=az[r(t)]22[r ()]
()= v (t)=ar[r(t)]2 L r (1)]
6. El volumen de un cono en el que el radio de la base es ry la altura es altura h esta dado por

V="r2h.
3

Si tanto r como h son dependen del tiempo, entonces V ('t ):%[r(t JF[h(t)]

consecuentemente

VKU=1V(U=”[UU)Fd[MtH+4dtH[MtHd[dtH]
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SECCION 3.2 BLOQUE 3 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

1. El liquido que emana de una manguera se propaga humedeciendo circularmente su alrededor. El
radio cambia a razon de 2 centimetros por segundo. Determinemos la razén de humedecimiento
alrededor de la boca de esta en funcion del tiempo, sea r el radio del circulo que genera el liquido,

entonces el area de la region circular es A= r? el radio cambia al transcurrir el tiempo, es decir,
r=r(t ), consecuentemente A(t )=zr?(t).

a. Traza una figura que ilustre tal situacion.

b. La rapidez (instantanea) de cambio de la regién circular en funcién del radio (de acuerdo con la
regla de la cadena) es:

c. La rapidez de cambio del area de la region circular cuando el radio mide 10 centimetros es:
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2. Se infla un globo esférico introduciéndole gas a razon constante de 25 centimetros cubicos por
segundo. Para determinar la rapidez de cambio del radio del globo, recordemos que el volumen de

una esfera en funcion de la longitud de su radio se calcula con V (r )= g7rr3. Si el crecimiento del

radio depende del tiempo, entonces r = r(t ) por tanto, al componer las funciones anteriores
obtenemos

a. Traza una figura que ilustre tal situacion.

b. La rapidez instantanea del cambio del volumen en el tiempo t es:

¢. La rapidez de cambio del radio en el tiempo t es:

d. Si se introduce gas a razon de 25 centimetros clbicos por segundo, el radio cambia a una
rapidez:

e. Cuando se introduce gas al globo a razén de 25 centimetros cubicos por segundo, y el radio
mide 5 centimetros, entonces el radio estd cambiando con rapidez:
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4. Se derrite una esfera de parafina y su radio se contrae de 30 a 20 centimetros, con una rapidez
constante en 50 minutos.

a. Dibuja una figura que ilustre tal situacion.

b. Calcula la rapidez de cambio del radio de la esfera.

c. El volumen de la esfera y su radio se relacionan con la funcién V = §7r r®, determina la funcién

que describe el cambio instantaneo del volumen en funcién del tiempo.

d. Calcula la rapidez de cambio del volumen de la esfera cuando esta tiene un radio de 25
centimetros.
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5. La longitud de las aristas x de un cubo aumentan con el tiempo a razén constante de 4
centimetros por segundo.

a. Traza una figura que ilustre tal situacion.

b. Determina la rapidez de cambio del volumen del cubo cuando las aristas miden x centimetros.

c. Silas aristas miden x centimetros, determina la rapidez de cambio del volumen del cubo.

d. Si C(Ij;( =4 cmss™, determina la rapidez con que cambia el volumen del cubo.

e. Calcula la rapidez con que estd cambia el volumen del cubo cuando las aristas miden
X =6 cms.
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6. Se descarga cemento sobre una superficie plana formandose un monticulo conico (cono circular)
con altura del doble del radio de la base.

a. Traza una figura que ilustre tal situacion.

b. Escribe la funcién que describe el volumen del monticulo en funcién del radio de la base del
cono.

c. Si la longitud del radio depende del tiempo r = r(t ) entonces la funcién que describe el
volumen en funcién del tiempo es:

d. Calcula la rapidez de cambio del volumen en funcién del tiempo.

e. Calcula la rapidez de cambio del radio en funcién del cambio instantaneo del volumen y del
tiempo.

f. Si el radio del monticulo estda cambiando a rapidez constante de 2 centimetros por segundo,
¢,como esta cambiando el volumen?

g. Si el volumen del monticulo cambia con rapidez constante de 10 centimetros cubicos por
segundo, ¢,a qué rapidez cambia el radio?
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7. Un almacén conico (cono circular recto) invertido tiene altura H =20 metros y radio de base

r =5 metros. Al almacén entra brea a rapidez constante. Cuando la superficie de la brea alcanza la

altura de 4 metros, el nivel sube a razén de 0.1 m-min 2.

a. Traza una figura que muestre tal situacion.

b. Traza una figura que muestre: una seccién longitudinal del cono y las dimensiones
correspondientes.

c. Establece la relacion de proporcionalidad: radio r es a la altura h como:

d. Sustituye los datos conocidos en la relacion que obtuviste en el inciso anterior y despeja r .

e. Rescribe el volumen del cono (V = 3 r2h) como funcion de la altura.

f. Supdn que la altura de la capa de brea, y en consecuencia su volumen, depende del tiempo y
obtén la rapidez de cambio instantaneo del volumen del cono.

g. Considera que cuando la brea alcanza una altura de h =4 metros, su superficie sube a razén de
0.1m-min~' y determina que tan rapido cambia el volumen.
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8. Se vierte un liquido en un tanque cilindrico (cilindro circular recto) con longitud de altura cuatro
veces la longitud del radio.

a. Traza una figura que muestre tal situacion.

b. La funcién que describe el volumen del liquido en el tanque (V =zr2h), en términos de su
altura en el tanque es:

c. La funcion que describe el volumen del liquido en el tanque (V = zr2h), en funcién del tiempo
es:

d. La rapidez de cambio del volumen en funcion del tiempo es:

e. La rapidez de cambio de la altura del liquido es:

f. Cuando la altura del liquido alcanza h=2 metros y introduce a este agua a razon constante de

. . . d
0.005 metros cubicos por segundo (5 litros por segundo), es decir , aV (t )= 0.005 m*.s7*,

¢,qué tan rapido cambia la altura del liquido?

FIN DE SECCION




EVALUACION DIAGNOSTICA

Sugerimos al lector responderla al inicio de la
unidad o tema para medir su nivel de
conocimientos

1. La transformacion que se aplica a una funcion para obtener su funcién derivada es:

2. La funcion potencia de grado n se define como:
3. La funcién derivada asociada a la funcién polinomial de grado n tiene grado:

4. El producto de las funciones f y g (con dominio comdn) se representa por
5. La funcion reciproca de la funcién f es:

6.Si f(x)=3x-2yg(x)=x"-x,entonces ( f-g )1)=

7.Si f(x)=3x-2y g(x)=x*-x,entonces (;J(Z )=

8. Elinverso aditivo de  (x ) f ( x+Ax ) es:

9.Si lim f(x)=Ly limg(x)=M,entonces lim( f-g)(x)=

X—>Xp X—>Xp X—>Xp

10 Evaltia la funcion g ( x )=x*+2 en x=2.

: . 1 2 .
11. Si eval f =— = 2, obt :
ievalias f ( x ) X+4eng(x) x? + 2, obtienes
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ESCALA

ESCALA DE ACREDITACION DE LA EVALUACION

DIAGNOSTICA

(SUFICIENTE Y NO SUFICIENTE)

SUFICIENTE: 7 O MAS PUNTOS
NO SUFICIENTE: 6 O MENOS PUNTOS

RESPUESTAS
Vi

RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS
DEL EXAMEN DIAGNOSTICO

f(x+Ax)-f(x)

1. lim o lim f(t)—f(x). 2. f(x)=x",donde neIN y xeIR.
AX—0 AX t—x t—x
3.n-1.4(f-g)x).5 f(lx),siempreque f(x)=0.6.(f-g)1)=0.

7.(J(z):z.s.—f'(x)-f(x+Ax).9. lim(f-g)(x)=L-M.10.Sig(2)=6.

g X—>Xg

BIBLIOGRAFiA

DE APOYO

SINO APROBASTE EL EXAMEN DIAGNOSTICO, ENTONCES LA
REVISION DE LOS SIGUIENTES DOCUMENTOS
PUEDE AYUDARTE.

1. Purcell, E. (2007). Calculo diferencial e integral Novena edicion. México: Pearson - Addison
Wesley.

2. Stewart, J. E. (2012). Funciones. Precalculo Mateméticas para el calculo, Sexta edicion. México:
Cengage Learning.

FIN DE SECCION


https://www.elsotano.com/autor/purcell-edwin-j-_22249

EVALUACION 3 EVALUACION DE
— ° LA UNIDAD 2

— / PROCESOS INFINITOS Y LA NOCION
DE LiMITE

CONCEPTOS
1. La funcion derivada asociada a una razén de funciones derivable es:

n

2. La funcién derivada asociada a la funcion f (x )=x" es la funcion con regla de

correspondencia:

3. La propiedad de linealidad de la derivada de una funcion afirma: si f (x ), g(x) son

derivables y ¢ € IR, entonces: [ c-f+g ] ( X )Z

4. Al aplicar la regla de la cadena para derivar una funcion que puede interpretarse como la

composicion de las funciones f o g es necesario multiplicar por la derivada de:

5.Sien f (x),lavariable x depende del tiempo t, entonces O;I =

VALOR: Un punto por inciso (maximo 5 puntos)
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DESARROLLOS OPERATIVOS (1)
1.Si f (x ):i calcula:

i f(x+Ax).

ii. f(x+Ax)-f(x)

f(x+Ax)—f(x).
AX

ii. f(x+Ax)—f(x).

i f(x+Ax)—f(x).
AX

iv. f'(x):AIim0 f (X+AZ)_ f (X)
X—> X

3. Calcula la funcién derivada asociadaa f ( x )=-/x:

VALOR: Un punto por inciso (maximo 3 puntos)
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DESARROLLOS OPERATIVOS (2)
1. Silas funciones f, g y h son derivables sobre un mismo intervalo de nimeros reales, entonces

[ f+g+h]'(x).

2. Silas funciones f, g y h son derivables sobre un mismo intervalo de numeros reales, entonces
[ f-g+n](x)=1(x)g

(x)+g(x)-f (x)++h'(x).

3. Silas funciones f y g son derivables sobre un mismo intervalo de nimeros realesy f, g no

!

1
se anulan, entonces ) (x)

4. Si las funciones f, g y h son derivables y estan “bien definidas”, entonces

1] ‘ g (x))g'(x)]
R e,

5. Silas funciones f, g y h son derivables y estan “bien definidas”, entonces

[fe(gon)](x)

VALOR: Dos puntos por inciso (maximo 10 puntos)



214 UNIDAD 3 EVALUACION

DESARROLLOS OPERATIVOS (3)

| (4-x2 )| 4=t '
1.Si f(x)_<4 X I4 X+1J,entoncesf(0).

. 7T++/x-1
2.Si f(x)=— 22—
(x) Jx? +8

,entonces f (0 )=.

3.Siv(t ):\/9( i+t)(t2 + 6t ),entonces vi(1)=.

2
4.8i a(x):(xzzﬁj Lentonces a (1)=.
— &N

VALOR: Dos puntos por inciso (maximo 8 puntos)

PARA PENSAR
1. Determina la ecuacion de la linea recta tangente a la parabola asociada a la funcion

f ( x )=x®+x que paralela a la linea recta de ecuacién 3x + y —2 =0 (forma general).

2. Determina las ecuaciones de las lineas rectas que contienen al punto ( 2,-3 ) y son tangentes

ala curva asociada a la funcién f ( x )= x* + x (forma general).
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3. Dos motociclistas M, y M, parten del mismo punto P (ambos con velocidad constante).
M, viaja al oriente con velocidad V, = ZSK:S' y M, viaja al norte con velocidad V, = GOK:S' .

¢,Con qué razén aumenta la distancia que los separa en el tiempo t =2 horas?

4. La longitud del radio de una circunferencia aumenta a razén de 1 centimetro por segundo ;,Cual
sera la razén de cambio del area de la circunferencia cuando su radio sea igual a 5 centimetros?

5. Hacia un depésito cilindrico de base circular de 5 metros de radio, fluye agua a razén de 25 litros
(decimetros cubicos) por segundo. Calcula la rapidez a la que sube la superficie del agua.

VALOR: tres puntos por problema (maximo 12 puntos)
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v/
X
X
v

DERIVADAS DE FUNCIONES
ALGEBRAICAS

CONCEPTOS
1. Una funcion.

2. f(x)=nx"",
3.0 frg+h](x)=c t'(x)+g'(x)

4. “la funcion g”.

s = ()

Cdt dt’

DESARROLLOS OPERATIVOS (1)
1.8 f (x)= 8 calcula:
X

i 8
X+ AX
iil 8 —§.
X+AX X
8 8
HOXHAX X _ 8 _
AX X% + X AX
8 8
v, £'(x)=lim X+ax x__8
AX—0 AX X

2.Si f(x)=x"7? calcula:
1

' (x+Ax )*
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11
iii.(X+AX)Z xi2
AX
11
w. £'(x)= (x+Ax ) XT:_E
Ax—0 AX x3
' 1
3 f(x)_Zx&.

DESARROLLOS OPERATIVOS (2)
1.[ f+g+h](x)=1 (x)+g (x)+h(x)
f

| g [t (x)a(x)]
T L [P e () (x)]
R e
5.0 7=(gon)](x)=1'((gon)(x))-g'(h(x))H(x)

DESARROLLOS OPERATIVOS (3)
1. f'(0)=4.
/ 1
2.1 (0)=_"—_.
(0)=1 N
: 24
.v(1l)= :
(1=

4.a(1)=332.

PARA PENSAR
1.3x+y-4=0.
2. X+y+1=0y1lx-y—-25=0.

3. v2=65K?‘°".
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, 2
4. A'(5 )=1o;rC";S .

!

1 dm
5. h (t):@T'

FIN DE SECCION



SOLUCIONES DE EJERCICIOS Y ACTIVIDADES

DERIVADAS
DE
FUNCIONES
N ALGEBRAICAS
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HeEeQUE HIHTHIHTHIHIHIHIHIHIHIHHIHIHE I

SECCION 3.1
FUNCION DERIVADA ASOCIADA
A LAFUNCION POTENCIA
INICIO
o f(t)=f(x) .
1. Sea f:1 > IR, si lim——"——>~" existe para toda tel, entonces f es derivableen | y

t—x t—X
L . !
su funcién derivada se denota por f .

f(x+Ax)—f(x)

2.Sea f:1 >IR,si lim existe para toda te 1 , entonces f es derivable

AX—0 AX
en 1 y su funcién derivada se denota por £
DESARROLLO
30t t—x. i T =1 v 1.
t—x

4 20 12 i, (X NEEX) o

(t-x)

_ 2 2
5.0 15 18 i, (X )(tt X=X ).iv. 3x2.

—X
6. Completa la tabla:
FUNCION FUNCION DERIVADA

f(x)=x | f(x)=1
f(x)=x?]f(x)=2x
f(x)=x*| f'(x)=3x2

CIERRE
7.8 (x)=nx"".

Fin de actividad <

SECCION 3.1 BLOQUE 1
EJERCICIOS 1
a f(x)==8. b.f(x)=—4. ¢ f(x)=10x-3. d. f (x)=6x-1.
e. f'(x)=-9x> +10x—7. f.f'(x)=3x2—2x-1. g. f’(x)=§x2+x.

!

h. f (x)=12x*+8.
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SECCION 3.1
g #
FUNCION DERIVADA ASOCIADA
A UNA FUNCION POLINOMIAL
INICIO
o f ()= (x) ,
1.Sea f:1 > IR, si lim——2 "~ existe para toda tel , entonces f es derivable en | y

t—x t—X

su funcién derivada se denota por f .

2.8ea f:1 >IR,si jim T O ax) =1 (x)

existe para toda te 1, entonces f es derivable en
t—x AX

Iy su funcién derivada se denota por f B

DESARROLLO

3.

i ay +a( x+Ax).

ii. ay +a,( x+Ax )—(a, +ayx )=ay +a,X+aXxAX—a, —aX.
ii. 3.

iv. a,.

4,

i ay +a( X+Ax )+a,( x+Ax )

ii. a,AX + 28, XAX + a,A?X.

iii. a; +2a,X+a,Ax.

iv. a, +2a,X.

5.

i, ag +a,( x+Ax )+a,( x+Ax P +a,( x+ax ).

i, @, AX + 28, XAX + 8,AX + 3a5X° AX + 38, XA X + a5 A°X
iii. & +28,X+a,AX + 3a;X” + 38;XAX + a;AX.

iv. a, +2a,X+3asx”.

6.
FUNCION FUNCION DERIVADA
f(x)=ay +ax t'(x)=a
f(x)=a,+ax+a,x f'(x)=a, +2a,x
f(x)=ag+ax+ax®+ax® | f (x)=a, +2a,x+3a,%°
CIERRE

!
7. f (x)=a, +2a,x+3a3x" +---+na,x" ",

Fin de actividad <=
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SECCION 3.1 BLOQUE 1

EJERCICIOS 2
1. f'(x)=7x". 2. f'(x)=43x. 3. f'(x)=62x%
4. 1 (x)=177x""S. 5. f'( x )=1037x1%.
SECCION 3.1 BLOQUE 1
EJERCICIOS 3
, 9 / 2 / 1
/ 5 : 1 : 2
4, f (x )=- ) 5. f (x)=—"_. 6. f (x)=—1—.
S 0= 0=l

BEgQUE2H | H [ [HIHIHIHIHHIH{IHEHEH D

SECCION 3.1 BLOQUE 1

EJERCICIOS 2
' 1 ' 8 3
' 3 1 1 ' 1 8 5
3. f =~ 4+ - 4+ - 4, f =_ _
(x) x&+3\x4+2><3 (z) \/2734_3?(/272 /3

' 15 10 7 8
5. f (w)=- —t 53+t 5. G -

: : 10 4 4
7.9(r)=6-" -4 ° 8. (r)=-n v O %
9 (r)=6 e s )= T a5

BEQQUE S [0 H A IEH IR IE I H R EH R

SECCION 3.1 BLOQUE 3

16 15 8

EJERCICIOS 1
1.
a. F (x)=42x® — 40x* +12x. b. F (x )=-48x® +120x* —88x® +30x 9.
¢ F'(x)=—84x° —5x* +28x¥-9x? —26x— 5 .d.G (2)=22- > -2 2 _ 1
X z z z z
oy 3 B2 1 2 2 3
.G(z)= + - + . f.H =2Y——+—+——.
e G(2)=" "5t en (y)yy2y3y4
12
——+6
20 F(x)=— ¥ b F'(w)=— W
(x2+1) (4 w+w+1)



UNIDAD 3.5 Soluciones de ejercicios y actividades 223

, 2.9 ' 4m? +24m+7
c.H(y)=—%. d.G(m)= s
(y +9) (m+3)
/ —2y° +3y* — 44y —y? 112y +5 / Z_4y-4
e.H (y)="2Y 7% ; y yz VT2 1 (y)= yz y =
(y —y+6) (y +4y—4)
g M'(X)__8x4+11x3+15x2+4x—2 h F'(x)— X+ 38 x +2
K (x-1f (x+2 ) otx? (3x 41
- 1 ot 4x+8./x +1
i F(x)=- . i F(x)=- .
3 (1) 2. /x(x+2 f
3.

a. v (t)=-6t5+12t>+4t—4,v (0)=-4. b.a (t)=120t* —204t2 +48 a (1)=-36.

' _t4 2 '

ey s
' 9-3x° ' 3 , 1 , 1
d. g (X):ﬁ(xz+9)2 g (1):%. e.r (S):(s+1)2 T (1):1.

HeEeauEdH HIH [ IEHIHIHIHIH I HEHIHE
EJERCICIOS 1
f.a. f(x)=x3 g(x )=§x3 —ox+7y f(x)=3x% g’ (x)=x2 -2
F'(x ):3( :lgx3 —2x+7 Jz(x2 ~2).

b. f(x)=x*, g(x)=+/x-x-4,f (x)=4x, g,(x)=2\1&—

F( ):4[ ;x3—2x+7 jg( 2%_1)

!

e f(x)=x*, g(x)= 5 -3¢ +4, f (x)=4x3, g (x)=— 2 ~15x*

X2 x3
G (x)=4 (—3x +4j 2—15x4j
X3
_ 1
d f(y)=y? g(y)=33/y—ay*-11, f (y) )=33/y+4y?y
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14
G (y)=-2 ey .
(33fy—ayt-11)

1 6

e. f(t)=+t,g(t)="—4t+5, f (t)_Zﬁ’g(t):_tfs_Af

%+2
H(t)=—_t

3

\t—2—4t+5
g 5
_ _ar _ ' :i ' — _L ' _ 2./5t

f.f(t)=-/t,g(t)=8t—-/5t, f (1) Zﬁ’g (t)=8 ZxEyH (t) T

a. H (t)=8t"7 +24t> —176t> +192t .

b.v'(t)=6t(t2 +6 (12 4t (a2 - +1-4 [t2 46 )

, 4 2
e v (t)= t" +6t +22t .
tc+2
t3+1 Y
(1] 2
d ar(t)ZZ(t—lo)(—t:BO).
(t+10)
e v(t)= 3t? + 34t +31
' 2(t+8)t+8
f. V'(t):— 2t +1

5
5(5{t2+t+4)

' —2x° +6x* —4x3 +5x% +6x -1
v(x)= :

. ((1—x2 )Z—XJZ

/ (4—x2 )4+1+8x2(4—x2 )3

h. F (x)= ( ) S .
4-x® V) — X
( j\(4—x2 f+1

i F'(x) X +8xC -2

zzﬁ(ﬁ%)zx/xz 12
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HBEOQUEN HIHIHIHIHIHIHIHIHIHIHIHHIHIHE I

SECCION 3.2

g #

LINEA RECTA TANGENTE Y
= LINEA RECTA NORMAL

ECUACIONES DE LINEAS RECTAS NORMALES Y LINEAS RECTAS TANGENTES A CURVAS
a. Es la funcién que describe o proporciona el

valor de la pendiente de la linea recta tangente f.

alacurvaasociadaa f . YA

b. y -y, =m(x-x, ).

e.y—f (% )="F (% Xx=% ). e

recta
normal

'y\A f(x) punto de tangencia
f linea recta
= tangente

punto de tangencia

f(x) | g
I linea recta 0 %o
: tangente 1
I g y-f(x)=—""(x=%).
| > f(x )
0 X, AN h. ’
e. Linea recta normal y la pendiente de la linea Ly—f (% )=f (% Nx=x).
1 . 1
recta normales m, = —————. iy —f (% )=————(x=x%,).
(%) (%)

Fin de actividad <=

SECCION 3.2 BLOQUE 1
EJERCICIOS 1

1.i. m =0. ii. mt:—i. ii. mt:i.iv. m, =1.
25 25
2.i. x=0, x=1y x=-1. ii. x=0. ii.t=1yt=-1. iv. t =-1.
3. Tangente 5x —y —8=0, normal x+5y —-16 =0.
4. Tangente X+ y+2=0,normal x—y=0.

5. Tangente 33x —y +48=0, normal x + 33y +596 =0.
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6. Tangente, 16x +125y —164 = 0, normal 625x —80y — 2436 =0.
7. Tangente 25x —4y — 27 =0, normal 4x + 25y —312=0.
8. Tangente 3x—y—-5=0.

BEQQUE 2 [0 | H A IEEIHIE I H R EH

EJERCICIOS 1
1. MOVIMIENTO DE UN OBJETO
iv(t)=s (t)=3t2 —12t+9.ii. a( )=v (t ) 6t —12.
2.v(t)=X (t)=6t>+10t m-sty a(t)=v (t)=12t+10 m-s2

3.i. t=3.ii. 18.
4.r (10)=19.6(10)=196 ms™.

5.0.r (t)=32+48.ii.t (5)=(3)5) +48=123ms.iii. t=./16/3.

6. a (t)=40t*, cuando t =10 segundos, a (10)=40(10 )’ = 40,000 m-s2
7.a (t)=12t2 cont>0.i.a (5)=(12 )5 ) =300 m-s2

ii. t=3/64 =4 .Enelinstante t = 4 el movil tiene el cambio de rapidez de 56 ms 2
8.i. p(t)=2(40t2 —2t> | 80t —6t? ). ii. 41888 infectados-dia ™.
9.i.C'(x)=-200, 0000 5 gq PESOS

x? (x+30)  unidad

SECCION 3.2 BLOQUE 3
EJERCICIOS 1

. b.A’(r):anlr’(r)J=2m[2]=47zr.

- r
<].'> ¢. A'(r)=47[10]~125.664 cms? 57!
~5—
2.a. |
- L)
@ @ ' d.r'(t)=4m225(t)_
1
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d

| ady(t)

iii. ©[r(t)]= dt .
dt anlr(1) 128 [r (1)]

dt

. d 600 1
W dt[r(t)]:47r(900):67z

[r(t)]. cms®-mint.

o

. dr_30-20 =0.2 cms-min~t.
dt 50
4y (t)=arr2 9rt)
dt dt

. Stv (25)=47(25)*(0.2)=5007 cms®-mint.

dt
GV (0=3¢ (0% v SV (1)=12¢.
dVdEt)=12(6)2=432 cms® s
d.v '(t)=[§7zr3(t)} _2rr2(t)r (1)
o V()
e (U= 1)
eV (0] Zar(0) | —amr(0),
0. 1'(t)=—>,
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7.
a b.
r F
| |
H:ZOI ﬂl H:zol
| I |
[ | h |
| I |
L J L
2
. L-X ; dV(t):”{g,h?dh}:”h dh(t)
h H dt 48 dt 16 dt
r 5 1 dv r4? )
d. =" yr=". =27 (01)=(01)z, m®*-mint,
h 207" 72 9 4t 16( )=(0.1)z, m"-min
7( 1 2
eV(h):(hj h="h?
3\ 4 48
8. a.
—
C ,“I N—
|
I ~—" " T «
Ih:4r N~ e ——"~ I
I -~ ||
| "
| |
e J /m,J'
| S - _ 7
r r=2
h )2 h? : 16 :
b.V(ih)=x— | h=0—. e.h(t)=—""V (1t).
(h) [4) 16 (t) 37h?(1t) (t)
P d 0.005 0.00125
c. V(t)=2h3(t). f. —h(t)= = .s7L,
()16() dt()M o m-s

FIN DE SECCION
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uNDAD4 | PRESENTACION

La Unidad 4. “COMPORTAMIENTO GRAFICO Y PROBLEMAS DE OPTIMIZACION’, atiende el
propdsito:

Al finalizar la unidad el alumno: Usara el concepto de derivada a través de su
representacion algebraica para identificar patrones de comportamiento y obtendra las reglas
de derivacion; utilizara estas reglas para obtener la derivada de una funcién de manera eficaz
y la reconocera como otra funciéon. Ademas, aplicara las reglas de derivacion en diferentes
contextos.

Clasificamos los aprendizajes y la tematica propuestos en dos secciones de titulos:

4.1 La derivada en el anélisis de funciones.
Esta seccion incluye:

Cuatro bloques.

Dos secuencias didacticas.

Siete bloques de ejemplos resueltos.

Seis bloques de ejercicios propuestos.

4.2. Problemas de optimizacion.

Una secuencia didactica.

Tres bloques de ejemplos resueltos.
Tres bloques de ejercicios propuestos.

Ademas, el lector observara en el desarrollo da cada seccion:

1. Titulo

2. La estrategia de aprendizaje para su desarrollo.

3. Breve introduccion sobre la importancia de la tematica.

4. Los elementos teoricos basicos de los contenidos tematicos y aprendizajes que sefiala el
programa de estudios correspondiente.

5. Definiciones basicas (y formales) sobre los conceptos relevantes

6. Propiedades (teoremas inherentes a la tematica de la disciplina).

La unidad también incluye:
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La seccion de evaluacion diagnéstica, con:

i. Un examen de evaluacion diagnostica (que si docente lo considera adecuado el estudiante debe
responder), con escala de acreditacién.

ii. Las respuestas a las preguntas del examen diagnéstico y una bibliografia que como sugerencia y
apoyo para aquellos alumnos que no lograron aprobar el examen.

La seccion de evaluacion de la unidad, con:

i. La evaluacion de la unidad (en la taxonomia de: conceptos, desarrollos operativos y problemas
que requieren un mayor grado de pensamiento).

ii. Las respuestas a la evaluacion propuesta.

La seccion de soluciones, con:
i. Las soluciones de las secuencias didacticas propuestas.
ii. Las soluciones de las secciones de ejercicios propuestos.



SECCION 4.1 LA DERIVADA EN EL

ANALISIS DE FUNCIONES

APRENDIZAJES TEMATICA
1. Interpreta en forma gréfica y algebraica 1. Situaciones que propician el
los intervalos en donde una funcion es cre- analisis de las relaciones entre |
ciente o constante. la gréfica de una funcion y sus
derivadas.
2. Esboza la gréfica de la derivada de una |
funcion dada la gréfica de la misma. 2. Comportamiento gréafico de
una funcién.
3. Deduce a través de un andlisis grafico,
las relaciones existentes entre la grafica 3. Puntos de inflexion. |
de una funcion y sus dos primeras deriva-
das: signo de la primera derivada asocia- 4. Graficade f'(x)yf"(x) a
do con crecimiento o decrecimiento de la partir de f ( x) y viceversa. |

funcién, derivada nula con puntos criticos,
signo de la segunda derivada, con conca-
vidad y segunda derivada nula con un po-
sible cambio de concavidad o punto de in-
flexion.

4. Calcula los puntos criticos de una fun-
cion y los clasifica en maximos, minimos
0 puntos de inflexion.

5. Analiza el tipo de concavidad de la fun-
cion a partir del signo de la segunda deri-
vada.

6. Esboza la gréfica de una funcién utili-
zando la informacién que proporcionan su
primera y segunda derivada.

7. Infiere que los criterios de la primera 'y
segunda derivada, sintetizan el andlisis
realizado entre las graficas de f, [y f".
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MONOTONIA Y LA DERIVADA

Con un cuestionario guiamos al alumno: en la
ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE deduccion de la propiedad referente a la
determinacion del tipo de monotonia por
intervalos de una funcién derivable.

Con ejemplos caracteristicos mostramos al
alumno el uso del algoritmo correspondiente a la
identificacion de los intervalos de crecimiento o
decrecimiento de una funcion.

La funcién derivada

!

f

proporciona informacion sobre el comportamiento de la curva asociada a la funcién
f

de donde se derivo, en particular, sobre los intervalos en los que la curva asociada a la funcion
f

crece, los intervalos donde decrece y sobre los numeros de su dominio en los que la curva sefialada
alcanza sus valores extremos. ‘Las funciones
!’ ”
f yf
proporcionan informacion sobre el “bosquejo” (forma aproximada de la curva asociada a una funcién
f ) de la curva asociada a la funcion
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SECCION 4.1

g5 &

LA DERIVADA EN LA

[ A .
—~ MONONOTONIA DE UNA FUNCION

INICIO

1. Investiga y escribe las definiciones de:

i. Funcidn creciente sobre un intervalo abierto 1 .
ii. Funcion decreciente sobre un intervalo | .

2. Traza los gréficos correspondientes a una:
i. Funcion creciente sobre un intervalo abierto ( a , b ).

ii. Funcion decreciente sobre un intervalo ( a , b ).

DESARROLLO
1. (DIRECTA) Caracter monétono de las funciones derivables.
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i. ¢ Qué signos tienen las pendientes de las rectas tangentes correspondientes a la curva asociada a
una funcién creciente y derivable sobre el intervalo ( a,b )? Traza una figura que muestre tu

respuesta.

ii. ¢ Qué signos tienen las pendientes de las rectas tangentes correspondientes a la curva asociada a
una funcién decreciente y derivable en sobre el intervalo ( a,b )? Traza una figura que muestre

tu respuesta.

iii. Establece una conjetura que relacione el caracter de creciente o decreciente de una funcion con
el signo de su funcion derivada.




236 UNIDAD 4 COMPORTAMIENTO GRAFICO Y OPTIMIZACION DE FUNCIONES

2. (RECIPROCA) El criterio de monotonia de una funcién derivable y creciente.
a. Sean: f una funcion derivable en el intervalo ( @, b ), X, <x<Xx, nimerosde (a, b ).

i. Sila funcion f esderivableen (a, b )y f'(x )>0, ;qué signo tiene la razén

lim FOx)=f(x)

1 X=X

? Escribe tu respuesta en términos de la relacién de orden.

X—>X

utiliza la relacién de orden en

)= fx) o,

ii. Lo anterior implica que el signo del cociente

tu respuesta):

fO)-1(x)
X=X
f(x)— f(x ) (utiliza la relacién de orden en tu respuesta) es:

iii. Puesto que

es positivo y también lo es x — X, , entonces el signo de

iv. Como consecuencia de los incisos i. y ii., se ha comprobado:
[
si f (x)>0ysi x—x >0, entonces
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v.Portanto,si f (x)>0y x—x >0, entonces f( x )— f( %, )>0 locual significa f es

sobre el intervalo (a , b ).

b. El criterio de monotonia de una funcién derivable y decreciente.
Sean: f una funcién derivable en elintervalo (a, b ), X, <x<x, nimerosde (a, b ).

i. Silafuncion f esderivableen (@, b )y f (x)<0, ;qué signo tiene la razén

lim f(x)=f(x)

X=Xy X — Xl

? Escribe tu respuesta en términos de la relacion de orden.

f(x)-10u) o,

ii. Lo anterior implica que el signo del cociente utiliza la relacién de orden en

tu respuesta):

fF(x)-f(x)
X=X,
f(x)— f(x, ) (utiliza la relacién de orden en tu respuesta) es:

iii. Puesto que es negativoy x —x; es positivo, entonces el signo de
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iv. Como consecuencia de los incisos i. y ii. se ha comprobado:
!
si f (x)<0ysi x—x;, >0, entonces

v.Portanto, si f'(x)<0y x—x >0, entonces f(x )—f(x )<O0 locual significaque (x )
es:

sobre el intervalo ((a, b ).

CIERRE

Completa:
i.Si f esuna funcién derivable enelintervalo (a, b )y f'( x )> 0, entonces:

ii. Completa:
Si f esuna funcion derivable en el intervalo ( a , b )y f (x )<0, entonces:

Fin de actividad <=
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La figura 4.1 muestra la relacién existente entre la curva asociada a la funcion f vy el signo de

la pendiente de la tangente (es decir de su funcion derivada f '). Sobre los “intervalos rojos” la parte
de la curva (en color rojo) decrece y la derivada es negativa, sobre los “intervalos azules” la curva
(en color azul) crece y la derivada es positiva. En los puntos negros cambia el caracter de la funcién
(de creciente a decreciente o viceversa).

y‘ yA f<0 f>0 f<0 >0
f f
' !
| !
| | | |
' l | |
' l | !
' ' | |
I >
0 X X, X x 0| decrece x Crece x decrece X crece = x
FIGURA 4.1

DEFINICION 4.1

MONOTONIA
Sea f una funcién derivable sobre el intervalo abierto | =( a,b ) entonces:

a. f escreciente sobre el intervalo I, siysolosi f ' >0, paratodo x en I =(a, b).

b. f esdecreciente sobre el intervalo | , siysolosi f < 0,paratodo x en I =(a, b).

Parte de la importancia de la propiedad 4.1 consiste en que proporciona (y a la vez justifica) el
algoritmo a seguir para determinar los intervalos en los que una funcién (derivable) es creciente y los
intervalos donde o es.

ESTRATEGIA 4.1

INTERVALOS DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE UNA FUNCION f DERIVABLE

Obtén la funcién derivada e igualela a cero, sus soluciones son las abscisas de los puntos en que
cambia su caracter de monotonia (creciente a decreciente o decreciente a creciente).

ii. Sobre la linea recta real marca las soluciones obtenidas y genera los intervalos en que estas
soluciones dividen a la linea recta real.

iii. Selecciona un nimero (de prueba) en cada uno de los intervalos.

iv. Determina el signo de la funcion derivada en cada intervalo (evaluandola en el punto de prueba
seleccionado).
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SECCION 4.1

BLOQUE 1
EJEMPLOS 1

Determinemos el caracter monotono (intervalos donde crece e intervalos donde decrece) de la
funcion

1. La funcion f (x )=-x* —4x +8 tiene como dominio al conjunto de todos los nimeros reales.
Por otra parte

f’(x):—2x—4.
Si f'(x)=0, entonces —2x—4 =0, de donde obtenemos
X=-2.

numero que divide y a la vez genera los intervalos
(=0, =2)y 1,(=2, +o),
en el dominio de la funcién.

Xp1= xX,=2 puntos de
l l prueba
>
(-»,-2) (-2,+%) intervalos
g » dom (f)
-2 0

En cada intervalo seleccionamos un numero x; al que denominamos numero de prueba, por

ejemplo,
—3en (-0, —2)y0enly(-2,+m).

Utilizando los numeros de prueba determinamos el signo de f /( x ) en cada intervalo, luego
f'(~3)=-2(-3)-4=2, signo positivo.

£'(0)=-2(0)-4=—4, signo negativo.
La informacion obtenida se encuentra sistematizada en la tabla

Intervalo Numero de prueba X ; Signo de f’( X, ) Caracter de f
I,(~o0, —2) Xp =—3 £'(0)=3, positivo. creciente
(-2, +o) Xp2 =2 f'(2)=-1, negativo. decreciente

2. La funcion f (x)::l)’x3 —2x* +3x tiene como dominio al conjunto de todos los numeros

reales. Ademas f (X )=x2 —4x+3.

Si f (x)=0, entonces x2 —4x+3=0, de donde obtenemos
(x-1)x-3)=0.
Las soluciones de la ecuacion ( x—1 Y x—3)=0
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son los numeros
x=1y x=3,
mismos que dividen y generan los intervalos
|1(_°°’ 1)’ |2(11 3)y |3(3, +© )
en el dominio de la funcion.

x,=0 X,=2 X,;=2 puntos de
l l l prueba
>
(-°,1) (1,3) (3,+«) intervalos
° ® » dom (f)

0 1 3
En cada intervalo seleccionamos un nimero de prueba X ;, por ejemplo,

Oenly(—ow,1),2enl,(1,3)y4enl5(3, +o).
Utilizando los numeros de prueba determinamos el signo de f '( X ) en cada intervalo, luego:
£'(0)=(0)?-4(0)+3=3, signo positivo.
£'(2)=(2)?-4(2)+3=—1, signo negativo.

£'(3)=(4)? —4(4)+4=4, signo positivo.
La informacion obtenida se resume en la tabla

Intervalo Numero de prueba X ; Signo de f'( X, ) Caracter de f
(0, 1) Xpy =0 £'(0)=3, positivo. creciente
1,(1, 3) Xpp =2 f '( 2 )=—1, negativo. decreciente
15(3, +0) Xps =4 £'(3)=4, positivo. creciente
X2 X2

3. El dominio de la funcion  (x) es el conjunto

X
(—oo, O)U(O, +oo).
Ademas
/ x2 -2
f(x)="=
X

Si f'(x)=0, entonces x2 —2 = 0. Las soluciones de la ecuacién
x? —2=0
son los nimeros
Xx=—/2yx=1/2,
se considera x =0 dado que en este nimero no esta definida la funcién derivada,
mismos que dividen y generan los intervalos

im 22 0) 1o, 2 )y (. vee)

en el dominio de la funcion.
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xpl= -2 \/12_ -1 xp3= 1 x])4= 2 puntOS de
l l l l prueba
< o >
(-0,-\2) (-V2, 0) (0,2) (N2, +») intervalos
® 1% * ° » dom (f)
-2 -1 0 1 2

En cada intervalo seleccionamos X ;,

numero de prueba:

—2en Iy(—w, —/2),~1en (=2, 0),1en 15(0, 2 )y 2en 1,(-2, +=).

Utilizando los nimeros de prueba determinamos el signo de

en cada intervalo, luego

2
f(2)= (2f-2_ ; , Signo positivo.

1 o
= > signo positivo.
=-1, signo negativo.

—1, signo negativo.

Sistematizamos la informacién obtenida en la tabla:

Intervalo Numero de prueba x,; Signode f'(x, ) Caracter de f
|1(_oo, _ﬁ) Xpy =2 f'(—2):;,positivo creciente
|2( -2, 0 ) Xp2 =—1 f'(~1)=-1, negativo decreciente
|3(0' 2 ) Xps =1 f'(1)=-1, negativo decreciente
(2, +) Xps =2 f'(2):;,positivo creciente
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SECCION 4.1 BLOQUE 1 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

Determina:

i. EI dominio de la funcién.

ii. La funcion derivada y los nimeros en que se anula o que no existe.

iii. Construye una tabla que incluya la informacion: intervalos generados por los nimeros criticos, el
signo de la funcidn derivada en cada intervalo y el caracter moné6tono de la funcién en cada intervalo.
1. f (x)=-x*-2x+8.

2. f(x)=-2x*+10x+12.
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3. f (x)=x%-12x-2.

4. f (x)=x>-6x"+9x.

5 f (x)=2x>-6x°.
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6. f(x)=x>—x*+x+2.

7. f(x)=(x-1)(x+2).
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8. f(x)=2x>-9x*+2.
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(x+1)
10. f (x)=~"——2,
(x) x? +1
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CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE

Presentamos ejemplos sobre la forma de uso del
“criterio de la primera derivada” con la finalidad
de que el alumno los analice y posteriormente lo
utilice en el analisis de valores extremos
relativos.

Los numeros (con sus respectivas imagenes) en los que se anula (o no existe) la funcion
. ! . .7 ~ 4 . 0 . "7
derivada f asociada a una funcién f desempefian un papel basico en la optimizacién de
caracteristicas de situaciones cuyos modelos son funciones.

SECCION 4.1

4

OJ EXISTENCIA DE PUNTOS
== CRITICOS

=

INICIO

1. Proporciona las definiciones: valor maximo relativo y valor minimo relativo.
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DESARROLLO

2. Supén que la funcion f es derivable sobre (a , b ), que x,e(a, b )y f (%, )esun
valor extremo maximo de la funcion f . ;Qué ocurre con f ( Xo ) si al numero X, se le agrega o
se le resta Ax ? (utiliza la relacion de orden parcial en tu respuesta.

3. Expresa la respuesta del inciso anterior en términos del “incremento de la funcion Af vy la relacién
de orden parcial.

4. Supon que Ax tiene signo negativo (Ax < Q). Bajo las condiciones del inciso anterior, divide el
resultado que obtuviste en el inciso 3. por Ax y asociale el signo que corresponde (ya sea positivo
0 negativo) utilizando la relacién de orden.

5. Supdn que ax tiene signo positivo (Ax >0). Bajo las condiciones del inciso anterior, divide el
resultado que obtuviste en el inciso 2. por Ax y asdciale el signo que corresponde (ya sea positivo
0 negativo) utilizando la relacién de orden.

6. Rescribe los resultados de los incisos 4. y 5. como solo una expresion.
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7. Aplica lim en cada una de las partes de la expresion que obtuviste en el inciso 6.
Ax—0

8. Calcula los limites en los extremos de la expresidn que obtuviste en el inciso 7.

9. Sustituye la parte central de la expresion que obtuviste en el inciso h. por f ’( Xo ) y simplifica

CIERRE
10. Completa la proposicion:
Sea f unafuncion derivable en elintervalo( a , b ), x,e(a, b )y f (x, ) esunvalor

extremo maximo de f , entonces

Fin de actividad <
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DEFINICION 4.2

NUMEROS CRITICOS Y VALORES EXTREMOS RELATIVOS
Sea f una funcion derivable alrededor de X, .

’
a.Si f (x,)=0,entonces x, se denomina nimero critico de f .

!
b.Si f (X, ) no existe, entonces x, se denomina nimero critico de f .

’
c.Si f (x, ) existe, el nimero f (X, ) se conoce como valor extremo relativo.

valores
extremos
relativos

ndmeros criticos

Un proceso de obtencion los valores extremos de una funcién se fundamentan en la estrategia
que presentamos a continuacion.

ESTRATEGIA 4.2

DETERMINACION DE NUMEROS CRITICOS Y VALORES EXTREMOS

i. Obtén la funcién derivada e igualela a cero, las soluciones de esta ecuacion son parte de los
numeros criticos de la funcién.

ii. Identifica los nimeros en que la funcion derivada f "o existe y que pertenecen al dominio de la
funcién f , éstos son otros de los numeros criticos.

iii. Evalua la funcion f en los nimeros criticos obtenidos.

SECCION 4.1

BLOQUE 2
EJEMPLOS 1

Determina;
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a. El dominio de la funcién.
b. Los numeros criticos.
c. Los valores extremos.

1. f (x)=-2x"+10x+4.
a. El dominio son todos los numeros reales (por ser una funcién polinomial).

b. Si f(x)=-2x?+10x+4 , entonces f (x)=—-4x+10. Los nimeros criticos son las
soluciones de la ecuacién —4x+10=0. Por tanto, 4x =10 o bien x = 2 es el unico numero

critico.

2
c. El Unico valor extremo es f (‘2]:—2( 2] +10(2j+4:—17.

2. f(x)=x>-12x-2.
a. El dominio son todos los nimeros reales (por ser una funcién polinomial).
b. Puesto que f (x )=3x® —12, entonces 3x2 —12=0 implica que X, =—2 Y X, = 2 son los
numeros criticos.
c. Los valores extremos son
f(-2)=(-2)-12(-2)-2=14y f (2)=(2)*-12(2)-2=-18.
3. f (x)=x®-6x"+9x.
a. El dominio son todos los numeros reales (por ser una funcién polinomial).
b. La funcién derivada es f (x )=3x* —12x +9x,, por tanto, de 3x* —12x +9x =0 obtenemos
3(x-3)x-1)=0.
Los nimeros criticos son x; =1y X, = 3.
c. Los valores extremos son f (1)=(1)*—6(1)+9(1)=4y f(3)=(3)*-6(3)+9(3)=0.
4. f (x)=(x-1)(x+2).
a. El dominio son todos los numeros reales (por ser una funcién polinomial).
b.Eneste caso f (x)=3(x—1) x+1). Los nimeros criticos son X, =1y X, =1.

c. Los valores extremos son f (-1)=(-1-1)*(-1+2)=4y f(1)=(1-1)*(1+2)=0.

4 1
5. f(x)=x%—4x3 +1.
a. El dominio son todos los nimeros reales (no tiene denominadores variables y no tiene radicales
de indice par).

b. En este caso f'(x):iix— 4

3
La funcion derivada no esta definida cuando x; =0.
Por otra parte,
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3,/
luego 3/x 3/x? —1=0y x=1.

Los nimeros criticos son x; =0y x, =1.

=0, implica if——l =0,

B 3\/7 :i/xi2

¢. Los valores extremos son f (0)=(0): —4(0)s +1=1y f (1)=(1)s —4(1)s +1=-2.
2
6. f(x)= :
(x) X% + 4x

a. El dominio no incluye a los numeros 0 y —4.
b. f'(x):_2(2><+42_
(x2 —4x )
La funcion derivada no esta definida cuando x =—4 y x =0, sin embargo, no son numeros criticos

por no pertenecer al dominio de la funcién.
De _ 2(2x+4)

c. El tinico valor extremo es f (-2)

=0 obtenemos 2x + 4 =0, por tanto, el unico numero criticoes x =—2.

2
XS —X-2
7. f(x)=———.
(x) x> —6x+9
a. El dominio no incluye al numero 3.

b. f’(x):—ﬂ.
(x-3)°
La funcién derivada no esta definida en x=3, sin embargo, no es un numero critico al no
pertenecer al dominio de la funcién.
De la ecuacion
5x -7

(x-3)

7 e ”
luego x = c es el Unico numero critico.

=0 obtenemos 5x -7 =0,

¢. El Gnico valor extremo es f ( ;j = =—_.
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SECCION 4.1 BLOQUE 2 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

Determina:

i. El dominio.

ii. Los numeros criticos.
iii. Los valores extremos.

1. f (x)=2x*-8x+9.

2. f(x)=x>-2x+4.




UNIDAD 4.1 La derivada en el analisis de funciones 255

3. f(x)=x*-3x+2.

4. f (x)=x"-8x"+3.
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6. f(x)=5x>/x+1.
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8. f(x)=(x-1) -3x.




258 UNIDAD 4 COMPORTAMIENTO GRAFICO Y OPTIMIZACION DE FUNCIONES

Los numeros (junto con sus respectivas imagenes) en los que se anula (0 no existe) la funcion

!
derivada f asociada a f desempefian un papel basico en la optimizacion de caracteristicas de

situaciones descritas por funciones. Una primera clasificacion de los valores extremos de una
funcion es valores maximos y valores minimos, figura 4.2.

yA f y A f
valor
vel»f(x)e maximo f (X, )¢
X €
at I valor
Ira»f(Xl)' minimo f(x, )4
0 ot
r .
e M :
g O v valor
o o
SS -»1:()(3)0 minimo f(x3).
—> >
0 X, X, X, X 0 X, X, X, X
| I S | S S
numeros criticos nameros criticos

Y o maximo

relativo
f(x,)e¢
f(x)s
/ minimo
minimo relativo
relativo
FX,) 4 1~
>
0 X, X% X; X
1 1 4
numeros criticos
FIGURA 4.2

La figura 4.2 muestra el comportamiento de las pendientes de las lineas rectas tangentes a una
curva alrededor de un valor maximo y un valor un minimo:
i. Alrededor de un valor maximo, el signo de la funcion derivada primero es positivo, luego

f'(x )=0 y finalmente negativo.
ii. Alrededor de un minimo, el signo de la funcién derivada primero es negativo, luego f '( X )= Oy

finalmente positivo. Las observaciones anteriores son vélidas suponiendo continuidad y derivabilidad
de la funciéon f sobre el intervalo abierto (a b ) suponiendo que X, X, Y X5 son numero critico y

contenidosen (a, b ).
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PROPIEDAD 4.2

EL CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA
Sea x, un numero critico de una funcion continua sobre el intervalo abierto (a, b ), intervalo que

contiene al nimero x,. Sila funcion f es derivable en el intervalo ( a,b ) excepto quizaen X,
y si el signo de f E

a. Cambia de positivo a negativo alrededor de x,, entonces f ( x, ) es un valor maximo relativo
de f.

b. Cambia de negativo a positivo alrededor de x,, entonces f ( x, ) es un valor minimo relativo
de f.

c. No cambia de signo alrededor de x,, f (X, ) no es ni valor minimo relativo ni valor méximo
relativode f .

La propiedad anterior justifica la estrategia 4.3, que es de gran utilidad en el analisis de los
valores extremos de relativos de la funcién f .

ESTRATEGIA 4.3

NATURALEZA DE LOS VALORES EXTREMOS DE UNA FUNCION
i. Aplica la estrategia 4.3.
ii. Verifica si existe cambio de signo alrededor de los nimeros criticos.

SECCION 4.1

BLOQUE 2
EJEMPLOS 2

Determina:

a. El dominio de la funcién.

b. Los numeros criticos y los valores extremos relativos.

c. Los intervalos de monotonia y clasifica los valores extremos.

1. f (x)=—2x* +10x + 4.
a. El dominio son todos los numeros reales (por ser una funcién polinomial).

b. En este caso f '( X )=—4x +10. Los numeros criticos son las soluciones de
—-4x+10=0,

por tanto, 4x =10, o bien x = 2 , €l valor extremo que tiene asociado es

(5 A (22

¢. Los intervalos de monotonia y clasificacion de los valores extremos son
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Intervalo Xp f'( Xp ) Signo de f'( Xp ) Caracter de f
5 ' . .
Il( —o j 0 f(0)=10 positivo decreciente
5 ' , .
|2( 5 + 00 j 3 f(3)=-2 negativo creciente
' , y , 5 5) 33
Luego, f cambia de positiva a negativa alrededor de x = 5 y como consecuencia f )
es un valor méximo de f (x )=-2x* +10x + 4, siendo p ( g ) el punto maximo.
2. f(x)=x-6x*+9x.
a. El dominio son todos los numeros reales (por ser una funcion polinomial).
b. Si derivamos obtenemos la funcion f (x )=3x% —12x-+9, por tanto,
3x® —12x+9=0, 0 bien 3(x-3 ) x-1)=0,
los nimeros criticos son X, =1y X, =3. Los valores extremos respectivos son
f(1)=(1)-6(1)+9(1)=4, asimismo f (3)=(3)*-6(3)*+9(3)=0.
¢. Los intervalos de monotonia y clasificacion de los valores extremos son
Intervalo Xp f(x,) Signo de f( X, ) Caracter de f
(=0, 1) 0 t'(0)=0 sin signo
1,(1, 3) 2 f'(2)=6 negativo decreciente
1,(3, +0) 4 f'(4)=36 positivo creciente

Cuando x; =1 la funcion f' no cambia de signo, por tanto, la estrategia 4.3 no proporciona
informacion sobre el valor extremo f (1)=4.

Alrededor de x, =3 el signo de la funcion f' cambia de negativo a positivo, como consecuencia
f (3)=0 esun valor minimode f (x)=x%—-6x*+9x.

Elpunto p(3, 0)esunminimode f (x)=x>-6x?+9x.

3. f(x)=(x=1)(x+2).
a. El dominio son todos los nimeros reales (por ser una funcién polinomial).
b. Eneste caso f (x)=3(x—1) x+1).Los nimeros criticos son x, =1y x, =1. Los valores

extremos son f (—1)=(-1-1)*(-1+2)=4y f(1)=(1-1)’(1+2)=0.



UNIDAD 4.1 La derivada en el analisis de funciones 261

¢. Los intervalos de monotonia y clasificacion de los valores extremos son

Intervalo Xp f'( Xp ) Signo de f'( Xy ) Caracter de f
(-0, -1) _2 f'(-2)=9 positivo creciente

1,(-1, 1) 0 £(0)=-3 negativo decreciente
I,(1, +0 ) 2 f'(2)=9 positivo creciente

Si x, =-1 el signo de f' cambia de positivo a negativo, luego, f (
el punto maximode f (x)=(x-1)(x+2)es p(-1, 4).
Alrededor de x, =1 el signo de f' cambia de negativo a positivo, luego, f (1)=0 es un valor
minimo y el punto minimo de f (x)=(x—1)*(x+2)es p(1, 0).

~1)=4 es un valor maximo y

4 1
4. f(x)=x3 —4x3 +1.

a. El dominio son todos los numeros reales (no tiene denominadores variables y no tiene radicales
de indice par).

b. Eneste caso f (X )

La funcion derivada no esta definida en xl

[_ 3\/7

Los numeros criticos son x;

=0. Por otra parte,

=0 implica %/x — =0,0bien 3/x3/x2 —1=0y x=1.

3 /XZ
=0y X, =1, con valores extremos respectivamente

£(0)=(0)5—4(0)s +1=1y f (1)=(1)s ~4(1)s +1=-2.
¢. Los intervalos de monotonia y clasificacidn de los valores extremos son:

Intervalo Xp f'( X, ) Signo de f'( X, ) Caracter de f
' 8
l,(~o, 0) -1 )= negativo decreciente
1 1 , .
1,(0, 1) . § = negativo decreciente
7 .
1,(1, +) 8 8) positivo creciente

Alrededor de x, =0 la funcién f no cambia de signo, por tanto, la estrategia 4.3 no proporciona
informacion sobre el valor extremo f (0)=1.

Alrededor de x, =1 el signo de la funcion f' cambia de negativo a positivo, por tanto,

f (1)=-2 es un valor minimo de f (x)=x

de f(x)=

4 1
X3 —4x3 +1.

4
3

1
—4x3 +1, asi el punto p(0, 1) es un minimo
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2
5 f(x)= :
(x) X + 4x
a. El dominio no incluye a los numeros 0 y —4.

b. f'(x):—2(2X+42, la funcion derivada no esta definida cuando x=—4 y x=0, sin

(x2 —4x )
embargo, no son numeros criticos por no pertenecer al dominio de la funcién.

2(2x+4 . . iy

De —(JFZ: 0 obtenemos 2x+4 =0, por tanto, el unico nimero critico es x=-2 vy el
(x2 —4x)

Unico valor extremo es

fl2)= 2 -1

(2f+a-2)” 2
¢. Los intervalos de monotonia y clasificacion de los valores extremos son

Intervalo Xp f'(xp ) Signo de f'( Xp ) Caracter de f
5 ! 5 32
I _ - 2 _ v f _v — e .
(=0 ) 5 ( > j 295 positivo creciente
3 ! 3 32
L(-2, SR B ) el i i
Al +o0 ) 5 ( 5 ] 75 negativo decreciente

1
f(-2)=-2
(-2)--
es un valor minimo de
2
f(x)= ,
(x) X2 + 4x
2

yelpunto p(0, 1) esunminimode f (x)=— .
X® +4x
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SECCION 4.1 BLOQUE 2 Nombre

EJERCICIOS
) Fecha

Determina:

i. EI dominio de la funcién.

ii. Los numeros criticos y los valores extremos.

iii. Los intervalos de monotonia y clasifica los valores extremos.

1. f (x)=x(x-2).

2, f(x):;x3—9x+3.

3. f (x)=2x>-9x* +12x +1.
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4.f(x):;x3+x2+x+1.

5 f(x)=x*-8x*+4.
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6. f(x)=(x+1)(x-1).
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7. f (x)=(x2 —1)3.
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W[

9. f (x)=x3(x+3)s.

10. f (x)=2-/x —x.
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CONCAVIDADES

ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE

Presentamos ejemplos que muestran la
informacion que proporciona la segunda derivada
en la forma (local) de la curva asociada a una
funcion dos veces derivable.

La posicién de las lineas rectas tangentes en una curva (asociada a una funcién derivable)
determina la forma en que ésta crece (o decrece). La funcion £(2) (derivada de la funcion f') y
segunda derivada de la funcién f ), proporciona informacion sobre el comportamiento de la curva
asociada a la funcion f , en particular, sobre la forma en que crece (o decrece). La figura 4.3
muestra las dos formas (genéricas) como puede crecer (o decrecer) la curva asociada la funcion f
sobre el intervalo (a , b ).

a A
I
I /_I"
I |
| |
| |
__ I :
|
| | | |
|
> >
a o b X ao b X
A A
|
| |
| |
I |
| |
| '. :
|
| | | |
]
> >
a o b X ao b X
FIGURA 4.3

A la figura 4.3 hemos agregado lineas rectas tangentes, nota:
i. En el primer caso las lineas rectas tangentes se encuentran “abajo” de la curva y en el segundo
caso se encuentran “arriba” de ella.
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ii. Las pendientes de las lineas rectas tangentes que se encuentran por abajo de la curva son
crecientes, y si se encuentran por encima de la curva son decrecientes.

Si la funcidn que describe la pendiente de la linea recta tangente (funcidn derivada) a una curva
es creciente sobre el intervalo (a . b ) se dice que es cdncava hacia arriba, en el caso contrario,

sera concava hacia abajo.

DEFINICION 4.3

TIPOS DE CONCAVIDADES
Sean f una funcion derivable sobre el intervalo (&, b ), entonces su curva asociada es:

!
a. Concava hacia arriba si la funcion f es creciente en el intervalo (a, b ).

b. Céncava hacia abajo si la funcion f es decreciente sobre el intervalo (a, b ).

La figura 4.4 muestra una curva concava hacia arriba (que pertenece a una funcion f )y el

comportamiento de su derivada f ' , hota:

!

f(x)< f'(xo )< f’(xz ).

fa f
(%))
0
0 f(x)
FIGURA 4.4

La figura 4.5 muestra una curva céncava hacia abajo (perteneciente a la funcion f ) y el

comportamiento de su funcién derivada f ,observa (X )>f (xg )>f (%, ).

e 'y

S(x,) f(x)

X ————————.—

0
f(x,)
FIGURA 4.5




270 UNIDAD 4 COMPORTAMIENTO GRAFICO Y OPTIMIZACION DE FUNCIONES

Estas observaciones constituyen un criterio para determinar los intervalos (abiertos) sobre los
cuales la curva asociada a la funcion f (dos veces derivable) es concava hacia arriba o es cdncava
. . . . . . . . !
hacia abajo. El criterio consiste en determinar los intervalos en los que la funcion derivada f es
creciente y los intervalos donde es decreciente, esto equivale a identificar los intervalos sobre los

que se cumple que f (2)50 y los intervalos sobre los que donde f (2) <p.

PROPIEDAD 4.3

CRITERIO DE CONCAVIDAD
Sea f dos veces derivable sobre (a,b ), entonces:

a.Si £(2) >0 paratoda x e(a,b ), entonces la curva asociadaa f es concava hacia arriba.
b.Si £(2) <0 para toda X e( a,b ) entonces la curva asociada a f es cdncava hacia abajo.

Por otra parte, los puntos de cambia la concavidad de una curva (asociada a una funcién
doblemente derivable) se llaman puntos de inflexion.

DEFINICION 4.4

PUNTO DE INFLEXION
Sea f una funcién derivable sobre el intervalo (a,b ). Sea x, un nimero en el intervalo

(a,b).
a. Si la concavidad de la curva asociada a f cambia en el punto A(x, , f (X, )), entonces,

este punto, se denomina “punto de inflexién”.
b. El nimero x, es la “abscisa” del punto de inflexion y también se considera nimero critico.

Analiticamente, los puntos de inflexién pueden identificarse considerando: ya sea un cambio de
concavidad, o revisando el comportamiento de funcién tercera derivada y verificando que ésta es
distinta de cero al ser evaluada en un nimero critico.

ESTRATEGIA 4.4

IDENTIFICACION DE CONCAVIDADADES Y DE PUNTOS DE INFLEXION
i. Obtén el dominio de la funciéon f

ii. Obtén las tres primeras derivadas de f .
iii. Construye la ecuacion f(2) =0 y resuélvela.

iv. Las soluciones de f(?) =0 definen en el dominio de f intervalos, en los numeros extremos
la funcion puede alcanzar un punto de inflexién.

v. En cada intervalo toma un nimero x,, de prueba y determine el signo de f (2),

vi. Con los resultados obtenidos en el inciso anterior decide el tipo de concavidad de la funcion y
verifica si hay cambio en el signo de f (2) en intervalos contiguos.

vii. En su caso, verifica, si x, es la abscisa de un punto de inflexion (se debe cumplir f (3) 20 ).




UNIDAD 4.1 La derivada en el analisis de funciones 271

SECCION 4.1

BLOQUE 3
EJEMPLOS 1

Determina:

a. El dominio de la funcién.

b. Las dos primeras funciones derivada.

c. Los numeros que anulan la segunda derivada y los intervalos en que seccionan al dominio de la
funcion.

d. Los tipos de concavidades y los posibles numeros en los que existen puntos de inflexion.

e. Los puntos de inflexion.

1.Si f(x)=411x4—6x2.

a. Dadoque f(x )= 411)(4 —6x? es una funcién polinomial, su dominio es el conjunto de todos los

numeros reales.
b £ (x)=x3-12xy f(?)(x)=3x*-12.
c. £(?)(x)=3x?-12=0, implica x2—4=0, o bien (x—2 ) x+2)=0. Los ceros de ésta
ultima funcién son x =—2 y x =2, mismos que dividen al eje x en los intervalos:
(—0,-2), (=2,2)y(2, +).

Intervalo Nimero de prueba | f(2)(x, ) | Signode f(2)(x) | Concavidad
(-0, -2) Xp =—3 15 + Hacia arriba.
1,(-2,2) Xp2 =0 -12 - Hacia abajo.
1,(2, +0) Xp3 =3 15 + Hacia arriba.

La curva asociadaa f es concava hacia arriba si X pertenece al intervalo
| :(—oo , —2)u(2 , +oo)
y es concava hacia abajo sobre el intervalo
L,(-2,2).
d. Considerando que alrededor de los nimeros x=—2 y x=2 existen cambios de signo de la
funcion
f(2)(x)=3x2-12 y

f(—2)=i(—2)4—6(—2)2=—20, f(2)=i(2)“—6(2)2=—20

concluimos que los puntos

pl(_z , —20)y p2(2 , _20)
son puntos de inflexion.
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3

2. f(

x)

a. f(x)=
b. '

oo\>< w| x

—2x2.

x)=x2—4x, £(2)(x)=2x-4y t®)(x)=2.

c. f( J(x)=2x—4=0,implica 2x—4=0, 0 bien x=2.
El cero de esta ultima funcion es x = 2 y genera los intervalos: (—co , 2 )y (2, +o0 ).

—2x? es una funcién polinomial, su dominio es el conjunto de los n(imeros reales.

Intervalo | Nimero de prueba | f(?)( X, ) | signo de f (2 )(x) | Concavidad
(-, 2) Xp =0 —4 _ Hacia abajo.
1,(2, +o0) Xp2 =3 2 + Hacia arriba.

La curva asociadaa f es concava hacia arriba si x pertenece al intervalo
I, =(2, +0o0 ) yes concava hacia abajo sobre el intervalo 1,( —co , 2 ).

d. Considerando que alrededor del nimero x =2 la funcion f(2)( x )=2x—4 cambia de signo y

£(3)(3)=2, concluimos el punto p,( 2,0 ) es un punto de inflexion.

3. f (x)= 2%

X2 +3

a. El denominador de f (x )=

numeros reales.

b. f'(x)=20(_

(x

e. 1(2)(x)=-—

Los numeros anteriores dividen al eje x en los intervalos: (

2

X°+3

x2+3)
+3)2

(x +3)

y £02)(x)=-

40x(-x2 +9 |

s0x(-x*+9)

(x2+3)3

=0, implica 40x( X +9):O,obien

40x(3+x Y 3—x)=0, por tanto, x=-3, x=0y x=3.

X . .
no se anula, por tanto, el dominio es el conjunto de todos los

~—0,-3),(-3,3)y(3, +x).

Intervalo Numero de prueba | f (2 )( Xy ) Signode f(2)(x ) | Concavidad
(=0, =3) Xpy = —4 (16012)(3_7) _ Hacia abajo.
1,(-3,0) Xpp =1 (4042(8) + Hacia arriba.
1,(0,3) Xps =1 (_423)(8) _ Hacia abajo.
1,(3, +) Xpq =4 (16109)3(7) + Hacia arriba.

La curva asociada a la funcién f es concava hacia abajo si x pertenece al intervalo
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(-0, -3)u(0,3)
y es concava hacia arriba sobre el intervalo

(=3,0)u(3, +x).
d. Considerando que alrededor de los nuimeros x=-3 , x=0 y x=2 la funcién
f(2)(x )=2x—4 cambia de signo y que

_20(-3) _ _20(0) _20(3)
f(-3) (—a7 13 5, f(0) (0F +3 0y f(3) (37 +3 5,

concluimos que los puntos

pl(_3 ’5)1 p2(0 ’O)Y Ps(3.5)
son puntos de inflexion.

1
4. f =x%+=.
(x) x+X

a. El denominador de f (x )= x? + 1 se anula cuando x =0, por tanto, el dominio es el conjunto
X

(—o0,0)u(0, +o).

b. f'(x):2x—x‘2:2x—);22y f(z)(x):2—2x‘3:2+X23.

c. £(2)(x ):2+%:O,implica 2x3 +2=0, 0 bien 2( x3 +1)=O,portanto, X=-1.
X

Los numeros anteriores (x =0y x=-1) dividen al eje x en los intervalos:
(—oo , —1), (—1, O)y(O , +oo).

Intervalo Ndmero de prueba | f(2)( X, ) | Signode f(2)(x) | Concavidad
3
(0, -1) Xp1 =2 4 + Hacia arriba.
1
1,(-1,0) Xp2 == ~2 _ Hacia abajo.
|3( 0, +o0 ) Xp3 =1 4 + Hacia arriba.

Si x pertenece al intervalo Iz( -1,0 ) la curva asociada a f es concava hacia abajo y concava
hacia arriba sobre ( —co , =1 )U( 0, +0 ).

c. Alrededor del nimero x=-1, la funcion f(2)( x )=2+£3 cambia de signo, ademéas
X

f(-1)=(-1) +11=0, por tanto, el punto p (—1,0 ), es un punto de inflexion.
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SECCION 4.1 BLOQUE 3 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

Determina:

i. EI dominio de la funcién.

ii. Las dos primeras funciones derivada.

iii. Los numeros que anulan la segunda derivada y los intervalos en que seccionan al dominio de la
funcion, los tipos de concavidades y los posibles nimeros en los que existen puntos de inflexiéon.

iv. Los puntos de inflexion.

1.Si f(x)=x>-6x*+9x+4.

2.8i f(x)=-2x>+6x"—4.
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5.8 f(x)=
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7.5i f(x)=é(x—2)3.
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CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE

Presentamos un grupo de problemas resueltos
como guia al estudiante en el uso y aplicacion del
“criterio de la segunda derivada” en la
caracterizacion de los valores extremos de una
funcion y el trazo de su grafica.

La segunda derivada de una funcion proporciona informacion sobre el caracter de sus valores

!
extremos. La siguiente figura presenta las curvas asociadas a las funciones f y f definidas
sobre el intervalo | =( X Xo ) La curva de la izquierda (corresponde a f ) es cdncava hacia
arriba y alcanza un valor minimo sobre x,, éste es f( X, ). La curva de la derecha es creciente

(corresponde a f'), muestra: f'( Xo ):0 y que alrededor de X, se cumple
f(2)(x, )>0.

fa f’A
frece)  1rex)
| |
| |
| | |
| | |
| | |
| | | > 0
0 X X X, X f(x)

FIGURA 4.6

La curva de la izquierda (corresponde a f ) es concava hacia abajo y alcanza un valor maximo en
!
X=X,, éste es f( Xo ) La curva de la derecha es decreciente (corresponde a f ) y muestra:

f'(x, )=0 y que alrededor de x, se cumple
f(2)(x, )<0.
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f(xy)

T4

FIGURA 4.7

0

X
0 |2 >X
(3% ===

PROPIEDAD 4.4

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

Sea f unafunciontalque f (x,)=0y f(?) existe alrededor de x, .

a. Sif(?)(x,)>0,entonces f (x, ) esun valor minimo relativo.

b. Sif(?)(x,)<0,entonces f (x, ) s un valor maximo relativo.

c. Sif (2)(x,)=0, entonces el criterio no proporciona informacién sobre f ( x, ).

La siguiente figura 4.8 ilustra el criterio de la segunda derivada.

y y
4 f7(%)>0 4 £7(%)<0
| . f(%) Fre5)=0
f(x) | e | maximo,
l If’(x ) =0l I | I
I I I | | I
| | I | | I
0 a X b " x 0 a X b >X
FIGURA 4.8

SECCION 4.1

BLOQUE 4
EJEMPLOS 1

Determina:
a. El dominio de la funcién.
b. Las dos primeras funciones derivada.
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¢. Los nimeros criticos y los maximos y minimos.
d. Aplica el criterio de la segunda derivada y determina el caracter de los valores extremos.

1.Si f(x):x3+2x2—6x+2.

2

a. Al ser f(x)=x>+>x?-6x+2 una funcion polinomial su dominio son todos los numeros

reales.
b f (x)=3x%+3x—6y f (2)(x)=6x+3.
c.Si f (x)=3x%+3x—6=0, entonces 3(x2 +X—-2 ):0,
o0 también

3(x+2 ) x-1)=0.
Los numeros criticos son x =—2 y x =1, con valores extremos

f(-2)=(-2f +>(-2F —6(-2)+2=12y £(1)=(1F +> (1) -6(1)+2=—
respectivamente.
Puesto que f (2)(—2)=6(-2)+3=—-9,elpunto p (-2, 12 ) es méaximo.
Considerando que f (2)(1)=6(1)+3=9, el punto q (1 , —2 j es minimo.

2, f(x):x“—2x3+2x2 +1.

a. Alser f(x)=x*- §x3 +2x? +1 una funcién polinomial su dominio son todos los nimeros

reales.
b f (x)=4x>—8x2 +4xy f (2)(x)=12x* —16x+4.
c.Si f (x)=4x> —8x2 +4x, entonces 4x® —8x2 +4x =0 o también
4x( x-1)* =0.
Los numeros criticos son x=0y x =1, con valores extremos
£(0)=(0) = 2(0)F +2(0)7 +1=1y f(1)=(1) - 2(1 P +2(1 ) +1=7

respectivamente.
d. Puesto que

f(2)(0)=12(0)" -16(0)+4=4,
elpunto p( 0, 1) esminimo.
Considerando

f(2)(1)=12(1)* -16(1)+4=0,

)

wis

el criterio de la segunda derivada no caracteriza al punto q (1 ,
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3.f(x)=;(x—4f.

a. La funcion f ( x )=;( x—4 ) es polinomial, por tanto, su dominio son todos los nimeros

reales.

b. £ (x)=(x-4)y f (2)(x)=2(x-4).

¢.Si f (x)=(x—4), entonces (x—4 )* =0, de donde x =4.

El unico nimero critico es x = 4 y tiene valor extremo
f(4)=(x-4)=0.

d. Puesto que f(z)(4)=;(4—4):0, entonces el criterio de la segunda derivada no

proporciona informacion sobre el caracter de punto p (4 , 0 )

X2

1 no esta definidaen x=1.

, x(x-2) 2
|o.f(x)=(x_1)2 yf<2Kx)=(X_lP.
c.Si f (x :x(x—2), entonces x(x—2):0, o bien x(x—2)=0, de donde obtenemos

(x-1)° (x-1)°
X — X —

los numeros criticos x=0y x=2.
Los valores extremos

a.Lafuncion f(x )=
-2

2 2
f(0 ):00_1:0 y f(2)= (22_)1 =4 respectivamente.
d.De f (2)(0)= 2 = -2, concluimos que punto p (0, O ) es méaximo.

(0-1)

Si f (2)(2):(221)3:2,elpunto q(2, 4)esminimo.
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SECCION 4.1 BLOQUE 4 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

Determina:

i. EI dominio de la funcién.

ii. Las dos primeras funciones derivada.

iii. Los numeros criticos.

iv. Aplica el criterio de la segunda derivada y determina el caracter de los valores extremos.

a.Si f(x ):—;x3+4x.

b. Si f(x):—x3+§x2+gx.
4 2
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c.Si f(x)=x*-2x°

d.Si f(x )=—L11x4+8x2.
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e.Si f(x)=3x"-12x* -24x* +5.

f.Si f(x)=-x*+4x>-15.
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9. Si f(x):;x4—4x2+2.
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4
i.Si f(x)= .
(x) x? +1

3

jSif(x)= "
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| RN SIS S T T | T T [ [ 1 ] ]

BOSQUEJO DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION

ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE

En funciones especificas fiostramos al alumno el
uso de la informacion que proporcionan: la
primera y la segunda derivada en el bosquejo de
la “curva que tiene asociada”.

La interpretacion de la informacion que proporcionan las tres primeras derivadas de una funcion
se utiliza en la realizacion del bosquejo de la curva que tiene asociada, es decir, una aproximacion
bastante fiel de la representacién de la grafica de una funcién. El siguiente algoritmo incluye los
pasos que son imprescindibles en el bosquejo de la grafica de una funcion.

1. Determinar el dominio.

2. Calcular su funcion primera derivada para construir los subintervalos del dominio sobre los cuales
la funcion crece y sobre los cuales decrece.

3. Determinar los puntos criticos, los valores extremos y el caracter de éstos.

4. Calcular la funcion segunda derivada y utilizar la informacion que nos brinda en cuanto al tipo de
concavidades y puntos de inflexion.

SECCION 4.1

BLOQUE 5
EJEMPLOS 1

Bosqueja la gréfica de la funcién calculando.
a. Dominio.

b. Monotonia, maximos y minimos.

¢. Concavidades y puntos de inflexion.

1. f (x):;x?’ ~3x% +8x—4.

a. Su dominio son todos los nimeros reales.
b. f (x)=x>—6x+8=(x-4)x-2).

Por tanto, los nimeros criticos son: x=2, f(2)=>(2)*-3(2)* +8(2)-4=

x=4, f(4)=

El caracter de su monotonia es:
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Intervalo ( Xp f'(xIO ) ) Signode f'(x) | Monotonia
(-0, 2) (0,8) positivo creciente
l,( =0, 2) (3,-1) negativo decreciente
1,(4, +0) (5,3) positivo creciente

Como consecuencia:
A( 2, 2 j es un maximo y B[ 4, g jesunminimo.

c. f (2)(xp )=2x—6, portanto, x=3 y f (3)=;(3)3—3(3)2 +8(3)-4=2

Intervalo | ( x, , f()x, )) | signode f (2)(x, ) | Concavidad

l,(-, 3) (0,-6) negativo Hacia abajo

1,(3, +) (4,2) Positivo Hacia arriba
Como consecuencia:

C( 3, 2 ) esun punto de inflexion.

y y
A A
5 5
A A
C C
B > B
>
0 5 X 0 5 X
crece decrece crece concava hacia abajoconcava hacia arriba

2. f (x)=£11x4—x3+2.
a. Su dominio son todos los numeros reales.
b. f (x)=x3—3x?, entonces x> —3x% —x =0, que es equivalente a
x> —3x® =x*(x-3)=0.
Por tanto, los nimeros criticos y sus respectivos valores extremos son
x=0, f (0):1(0)“-(0)%2:2

x=3, f(3):i(3)4—(3)3+2:—1:).

El caracter de su monotonia es:
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Intervalo ( Xp f'(xp ) ) Signode f (x) Monotonia
L(-0,0)] (-1,-4) negativo decreciente
1,(0,3) (1,-2) negativo decreciente
1,(3, +) (4,16 ) positivo creciente

Como consecuencia:

Para A( 0, 2 ) el criterio no proporciona informacion, B[ 3, —1‘? j s un minimo.

c. f(2)(x, )=3x2—6x=3x(x-2).

Intervalo | ( X, £, )| Signode (2)( Xp ) Concavidad
l,(—c0, 0) (-1,9) Positivo Hacia arriba
1,(0, 2) (1,-3) Negativo Hacia abajo
1,(2, +o) (3,9) Positivo Hacia arriba
Como consecuencia:
A( 0,2 )esunpuntodeinflexiony C (2, —2 ) también lo es.
yA r yA r
5 5
A A
\ > '\ >
-5 0 5 x -b 0 5 «
-5 B -5 B
decrece 7S crece céncava haciaﬁcéncavaﬂ céncava hacia
arriba hacia arriba
abajo

3. f(x):;x2 —i.

a. Su dominio son todos los numeros reales excepto el cero.
' X 2 o
b. f (x)= 4+ 2 entonces x* +8=0, lo que implica x = —2.
X

Por tanto, un numero critico y su respectivo valor extremo es,
x=-2, f (—2):;(—2)2 _2
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Intervalo ( Xp f'(xp ) ) Signode f (x) | Monotonia
7
(=, -2) ( —4. -3 j negativo decreciente
7 iy ,
I,(-2,0) [—1 4 j positivo creciente
9 " ,
1,(0, +0) ( L., j positivo creciente

Como consecuencia: El punto A( 2, 2 jes un minimo.

1 4
c f (2) X -
( p) 4 X
Si (2)(xp ):411_43_0 entonces x° —16 =0, esto implica x=23/2..
X
Intervalo (xp : f(z)(xp)) Signo de f(z)(xp) Concavidad
17 . . .
l,(~o0, 0) ( -1 ] Positivo Hacia arriba
5 15 . N
I2( 0, 232 ) 1. -5 Negativo Hacia abajo
3 3 . o
IS(Zﬁ : +oo) 46 Positivo Hacia arriba
Como consecuencia, B ( es un punto de inflexion.
Ya
5
A
B
-5 0 5
-5 -5
decrece a crece concava hacia . concava concava hacia
arriba hacia arriba
abajo
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6X
4, f(x)=- .
(x) x? +1
a. Su dominio son todos los nimeros reales.
, _ 2
b. f (x)=—w,entonces 6(—x2 +1):O,Io que implica x=—1y x =1.
(x2 +1)

Por tanto, los nimeros criticos y sus respectivos valores extremos son
6(-1) 6(1)
x=-1, f(-1)=- =3yx=1, f(1)=- =-3.

(-1)*+1 ’ (1) +1

El caracter de su monotonia es:

Intervalo ( Xp f'( X ) ) Signode f (x) | Monotonia
l,(—0, -1) ( -2, ;i j positivo creciente
,(-1,1) (0,-6) negativo decreciente
I,(1, +o0) ( 2, zi J positivo creciente

Como consecuencia, el punto A( —1, 3 ) esunmaximoy el punto B( 1, —3 ) es un minimo.
2
c f (2)(Xp )=12X(—X +3).

(x2+1)3
Si f (2)(xp )=12X_X2+33):0,entonces 12x(—x2 +3)=O,esto implica:
(x2+1)
w3t (o 3)-- B=3) N
( x/§) +1
6(0
x=0, f(0)=—(0§231=0,
wea, f(3)-- 8U8) 3 g
(3]
Intervalo (Xp , f(Z)(Xp )) fS |(92|;E) Xd e) Concavidad
p
Il( o, ﬁ) ( -2, 125 j Positivo | Hacia arriba
Iz( J3, O) (-1,-3) Negativo | Hacia abajo
I3( , /3 ) (1,3) Positivo | Hacia arriba
I4(f +oo) ( 2, —125 j Negativo | Hacia abajo




292 UNIDAD 4 COMPORTAMIENTO GRAFICO Y OPTIMIZACION DE FUNCIONES

Como consecuencia,
C[—ﬁ,zﬁj,D(o,o)yE(ﬁ,—zﬁj
son puntos de inflexion.

y

y
A 4 A A
C C
2 2
D D
>
-2 0 2 X 2 0 > T x
) )
B B
E E
crece decrece crece céncava céncava cOncava concava
hacia hacia hacia haci_a
arriba  abajo  arriba abajo
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SECCION 4.1 BLOQUE 5 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

Traza la gréfica de la funcién que cumple con las condiciones.
a. f(0)=6, f(3)=0, f(6)=2.

f ' negativa sobre 1,( 0, 3); f (x) positiva sobre 1,(3, 6 ).
f (2) positivasobre (0, 5)y f (2)(x ) negativasobre (5, 6 ).

b. f(0)=5, f(2)=2, f(6)=0.
f ' negativa sobre (0, 2)u(2, 6)y f (2)=0
f2

f (2) negativasobre (0, 1)u(2, 6)y f(2)(x ) positiva en el, intervalo (1, 2 ).
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c. f(0)=F(4)=1, f(2)=4, f(6)=0.
£ positiva sobre (0, 2), f (x)negativa (2, 4)u(4, 6).
f'(2)=1 (4)=0.

f (2) negativa sobre (1, 2 )u( 2, 4 )y positiva sobre (4, 6 ).

d f(0)=1(3)=3, f(2)=4, f(6)=0.

f' positiva sobre (0, 2), f () negativaen (2, 4)u(4, 5).
f'(2)=f (4)=0, f (x)=—1 sobre (5, 6).

f (2) negativasobre (0, 3)u(4, 5), f (2)(x) positiva sobre (3, 4).
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SECCION 4.1 BLOQUE 5 Nombre

EJERCICIOS
) Fecha

Bosqueja la gréfica de la funcién
a. f(x)=x>-3x+2.

b. f (x):—;x?’+3x2 ~8X+2.
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c. f(x)=3x"-4x*-2.

d. f(x)=x*-6x+12x> -8x.
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f. f(x)

(x+1)
x> +1
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2
. f =x2+Z.
g (><)><+X

FIN DE SECCION




SECCION 4.2 PROBLEMAS DE
OPTIMIZACION

APRENDIZAJES TEMATICA

8. Resuelve problemas que involucran 1. Problemas de optimizacion.
maximos o0 minimos de una funcion de

acuerdo con su dominio restringido.
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OPTIMIZACION DE FUNCIONES

ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE Se proponen ejemplos caracteristicos de
optimizacion de funciones como guia para que el

alumno construya el modelo funcional de otros
problemas similares y posteriormente, aplicando
los criterios de la primera y de la segunda
derivada  determine, las asignaciones que
optimizan el modelo.

En ocasiones nos enfrentamos con situaciones cuyo estudio requiere resolver el problema de
determinar la mejor forma de utilizar los recursos disponibles. Por ejemplo, un comerciante puede
requerir establecer la mejor forma de preparar una mezcla de granos que sea la mas apropiada para
obtener la mayor ganancia. Un arquitecto desea emplear la menor cantidad de material de manera
que pueda disefar y construir un canal que transporte la mayor cantidad de liquido posible. A un
fabricante le gustaria minimizar el costo de los envases que utiliza para sus productos. Este tipo de
problemas puede modelarse de manera que impliquen maximizar o minimizar una funcion. Cuando
esto es asi, los métodos de calculo diferencial constituyen una herramienta util y poderosa en el
analisis y la resolucion de los problemas.

Tomando como base los elementos desarrollados en la seccion 4.1 de esta unidad,
proponemos la inclusion de la siguiente estrategia para la resolucion de problemas practicos de
optimizacion de funciones. No lo siga ciegamente; con frecuencia, sus habilidades o el mismo tipo de
problema pueden indicarle utilizar un enfoque alterno o la omisién de algunos pasos o la inclusion de
otros.

i. Lee repetidamente el enunciado del problema, ilustralo y asigna variables que sean adecuadas a
las cantidades importantes.

ii. Identifica la variable o funcién objetivo que debe ser optimizada (maximizar o minimizar), en
términos de las variables del paso i.

iii. Utiliza las condiciones de ligadura en las variables del problema para reducir su numero, y por
consiguiente, expresa la funcion a optimizar en términos de una sola variable.

iv. Aplica la teoria desarrollada en la seccion anterior para determinar: los nimeros criticos, valores
extremos asociados y haga un analisis de ellos.

v. Sustituye los valores criticos en la funcién objetivo y observa que sus soluciones son viables en el
contexto del problema.

vi. Usa tu intuicién para obtener alguna idea sobre cual debe ser la solucién del problema.
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SECCION 4.2

BLOQUE 1
EJEMPLOS 1

a. PRODUCTO MAXIMO
Determina dos numeros enteros positivos cuya suma sea 500 y su producto sea maximo.
i. Sean x, y los numeros desconocidos

ii. Se desea optimizar la funcion que describe el producto de los nimeros.
p=Xy.
iii. Los numeros por determinar se encuentran ligados con la condicion x +y =500, si combinamos
el producto p = xy con la condicién anterior obtenemos la funcion
p( x )=x(500-x )=500x — x* con dominio 0 < x<500.
Dado que
p (x)=500-2xy p2)(x)=-2.
iv. Por la condicion de numero critico, obtenemos
p (x)=500—2x=0, luego x =250.
Ademas,
p(?)(250)=-2,
por tanto, de acuerdo con el criterio de la segunda derivada, cuando x =250 el producto es maximo.

De la condicion de ligadura y del resultado anterior obtenemos
y =250.

Conclusion, los nimeros solicitados son
x=250y y=250.

b. RECTANGULO DE AREA MAXIMA
Determina las dimensiones del rectangulo de &rea maxima que puede construirse con 100 metros
de cordén.
i. Sean x, y las dimensiones del rectangulo.
ii. Se desea optimizar la funcidn que describe el area del rectangulo, es decir
A=xy.

iii. Los nimeros por determinar se encuentran ligados con la condicion

2x+2y =100,
que representa el perimetro del rectangulo.

Sien 2x+ 2y =100 despejamos la longitud de uno de los lados del rectangulo, obtenemos
y=50-x.
Por tanto, el area A = xy en términos del lado de longitud y =50—Xx es
A( x )=x(50-x )=50x - x?, con dominio 0< x <50.

iv. Dado que: A (x )=50—2x y A(?)(x)=-2.
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De la condicion de numero critico, obtenemos
A (x)=50-2x =0, entonces x =50.
Ademas, A (2 )( X ) =—2, por tanto, por el criterio de la segunda derivada, cuando x =50 el area

del rectangulo es maxima.
Por la condicion de ligadura
2X+2y =100 yde x =50 obtenemos y =50.

Conclusion, las dimensiones del rectangulo de area maxima son
Xx=50y y=50.

c. TERRENOS CON AREA MAXIMA
Se cuenta con 600 metros lineales de valla para rodear un terreno rectangular de area fija y
después dividirlo en dos partes rectangulares congruentes utilizando una cerca paralela a dos de los
lados. Determina las dimensiones de los terrenos rectangulares de forma que el area que encierra
(cada uno de ellos) sea maxima.
i. Sean: x, y las dimensiones de uno de los rectangulos en que se divide el rectangulo mayor.

B X C X F

A X D X E
Se debe optimizar la funcién que describe el area de uno de los rectangulos menores, digamos el
ABCD rectangulo, es decir
A= Xy.
ii. Las variables x, y estan ligadas por la relacion 4x+3y =600 (perimetro de las regiones), por
tanto,
~ 600—4x
y 3
iii. Combinando las expresiones del area y de la longitud de la altura del rectangulo ABCD
obtenemos la funcién

A( x )=x( 6003_4)(j=200x—gx2,c0n 0<x<150.

A’(x):ZOO—zx y A(Z)(x):—i.

, . . . 8
Los numeros criticos son las soluciones de la ecuacion 200 — §X =0, entonces x=75.

En efecto, dado que A (2 )( 75 ) = —2 (criterio de la segunda derivada), la funcién area alcanza un

valor maximo si
X=75.
De x =75 y la condicion de ligadura
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= M obtenemos y =100.

Conclusion, las dimensiones de los rectangulos menores son
x=75y y =100 metros.

Las dimensiones del rectangulo mayor son
2x =150 y y =100 metros.

d. CONTENEDOR PRISMATICO
Se desea construir un contenedor de base cuenta y sin tapadera con capacidad de 500 litros
(;metro cubico) uniendo placas de plastico, unas rectangulares y otras cuadradas. ¢Qué

dimensiones debe tener el contenedor si se desea que utilizar la minima cantidad de aditivo en la
unién de las caras?

X

i. Sean: x la longitud de lado de la base e y la altura del contenedor.
La longitud de las partes a unirse es

L=4x+4y.
ii. Las variables x e y se encuentra ligadas por la condicion

V =x?y=0.5.

Si de la condicion de ligadura x?y = ; despejamos y obteniendo y = ol
X
iii. La composicion de
L=4x+4ycony=_—

genera la funcién

iv. Al derivar obtenemos:
Si L'(x)=0, entonces

y como consecuencia 4x> —4 =0, o bien x =1, también



304 UNIDAD 4 COMPORTAMIENTO GRAFICO Y OPTIMIZACION DE FUNCIONES

12
L(2)(1)= a2
Con base en el criterio de la segunda derivada:
cuando x =1 la funcién

2
L(x)=4x+ )
alcanza un valor minimo, éstees, L(1)=6.
De x =1y la condicién de ligadura x?y = ; obtenemos y = ;

Dimensiones adecuadas:

x=lyy=;.
e. CAJA CON BASE RECTANGULAR

Se desea construir una caja rectangular sin tapa de la siguiente manera: a una lamina de cartén de
10x16 centimetros se le hara un corte cuadrado en cada esquina y luego se doblaran los bordes
de manera perpendicular a la lamina. ;Cudales deben ser las dimensiones de los cuadrados

recortados para que la caja contenga el mayor volumen posible?
i. La figura anexa muestra el esquema de construccion de la caja.

I
I
10 10 I
I

10 - 2x

16 16 16 - 2x

ii. Sea x la longitud del lado de uno de los cuadrados recortados, por tanto

16—2x es la longitud de la base de la caja,

10—2x es el ancho de la base de la caja,

X es la altura de la caja.
iii. El volumen V ( x ) de la caja es
V (x)=(16—-2x)(10-2x )( x ):4(40x—13x2 +x° ) siempre que 0<x<5.
iv. Por tanto,
V'(x)=4(40-26x+3x2 ) yv(?)(x)=-104+24x .

Siv'(x)=0, entonces 3x? — 26x+40 =0 y como consecuencia

20
X=2Yy X=—,
y 3

note que la solucion x = 2?? no cumple la condicién 0 < x <5 por lo que se descarta.
También

v(2)(2)=-104+24(2)=-56,
por tanto, para x =2 el volumen es maximo.

10 - 2x
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SECCION 4.2 BLOQUE 1 Nombre

EJERCICIOS
1 Fecha

1. DOS NUMEROS ENTEROS DE PRODUCTO MAXIMO
Determina dos numeros enteros positivos cuya suma sea 1000 y su producto sea maximo.

2. DOS NUMEROS ENTEROS DE PRODUCTO MAXIMO
La suma de un nimero positivo x con el cuadruple de otro numero positivo y es 100. Cuales

deben ser los numeros, si su producto debe ser maximo.
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3. RECTANGULO DE AREA MAXIMA
Determina las dimensiones del rectangulo de area maxima que puede construirse con | metros de
alambre.

4. AREA MAXIMA DE UN TRAPECIO
Un trapecio tiene tres lados con longitudes de 40 centimetros (cada uno). ;De qué longitud debe
ser el otro lado para que el trapecio encierre area maxima?
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5. AREA MAXIMA DE UN TERRENO

Con 200 metros lineales de valla se va a limitar un terreno rectangular en el que uno de los lados
es un muro (lineal ya construido). ;Qué dimensiones debe tener el terreno para que el area que
encierre sea maxima? Calcula el &rea maxima que encierra.

6. AREA MAXIMA DE UN TERRENO

Con L metros lineales de valla se desea limitar una superficie rectangular y dividirla en cuatro
partes, colocando cercas paralelas a uno de los lados de la superficie del rectangulo.

a. ;Cual es el area total maxima posible de los cuatro rectangulos?

b. ; Cuéles deben ser las dimensiones de uno de los rectdngulos para que su area sea maxima?
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7. AREA MAXIMA DE UN TERRENO

Con 24 metros de cerca se desea limitar una region rectangular y posteriormente dividirla en cuatro
corrales rectangulares colocando cercas paralelas a dos de los lados de la region. Calcula:

a. Las dimensiones de la region rectangular que encierra area maxima.

b. Las dimensiones de los corrales con area maxima.

8. PERIMETRO MINIMO DE UN TERRENO

Se desea limitar dos lotes rectangulares contiguos y congruentes, cada uno de ellos limita una
superficie con area de 300 metros cuadrados.

¢ Cuanto deben medir el largo y el ancho de manera que se utilice la menor cantidad de valla?
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9. FLUJO MAXIMO A TRAVES DE UN CANAL

Con una placa metalica de 2 metros de ancho se va a construir un canal (sin base superior) de
seccion transversal rectangular (doblando perpendicularmente dos lados opuestos de la placa).
¢ Qué dimensiones debe tener la seccion transversal para que el flujo a través del canal sea
maximo?

10. SOLDADURA MIiNIMA

Se va a construir un tanque con forma de prisma cuadrangular, con tapa y base cuadrada. El area
de las placas a utilizar es 10 metros cuadrados. Determina las dimensiones del tanque para que la
soldadura que se utiliza sea minima.
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11. VENTANA RECTANGULAR CORONADA POR UN TRIANGULO EQUILATERO

El perimetro de una ventana con forma de rectangulo coronado por un triangulo equilatero debe ser
de 12 metros. Determina las dimensiones del rectangulo para que la ventana encierre la mayor area
posible.

12. VENTANA RECTANGULAR CORONADA POR UN SEMICIRCULO
Calcular las dimensiones de una ventana rectangular coronada por un semicirculo, si su perimetro
es de 12 metros y su area debe ser maxima.
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13. CAJA

Se va a construir una caja (sin tapadera) con una ldmina cuadrada de 24 centimetros de lado,
cortando cuadritos iguales de cada esquina y doblando los lados hacia arriba. Calcula las
dimensiones que debe tener la caja para que el volumen gque contenga sea el maximo.

14. ENVASE CON BASE CUADRADA

Un contenedor con base cuadrada y parte superior abierta debe tener un volumen de 1000
centimetros cubicos. Determina las dimensiones del contenedor que minimizan la cantidad de
material usado en su construccion.
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15. ENVASE CON BASES Y TAPADERA CUADRADAS

Un envase con base cuadrada y parte superior cubierta debe contener un volumen de 1000
centimetros cubicos. Calcula las dimensiones del envase que minimizan la cantidad de material
utilizado en su construccion.

16. CAJA DE VOLUMEN MAXIMO
Con 1000 centimetros cuadrados de cierto material con el que se desea construir una caja con base
cuadrada y la base superior abierta, determina el volumen maximo que puede contener la caja.
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17. CONTENEDOR MAS ECONOMICO

Un contenedor (con forma de prisma cuadrangular) con base rectangular para almacenamiento, con
la parte superior abierta, debe tener volumen de 10 metros cubicos. El largo de su base es el doble
del ancho. El costo del material para la base es 300 pesos por metro cuadrado. El costo del
material para los costados es 400 pesos por metro cuadrado. Determina las dimensiones que debe

tener el mas econdmico de los contenedores.

18. CONSTRUCCION DE UN ENVASE CIRCULAR CILINDRICO

Se desea fabricar un envase cilindrico (sin tapa) que tenga capacidad para 1000 centimetros
cubicos, utilizando la minima cantidad de material para su construccién. Calcula las dimensiones
correspondientes.
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19. ENVASE CON FORMA DE CILINDRICO CIRCULAR

Se desea fabricar un envase cilindrico (sin tapa) de metal, que tenga capacidad para 8 litros,
utilizando la minima cantidad de material para su construccion. El costado y la base se uniran
utilizando cierta clase de soldadura. Calcula las dimensiones correspondientes de manera que la
soldadura utilizada sea minima.

20. RECTANGULO DE AREA MAXIMA

Se cortaran trozos “rectangulares” de madera de un tronco cilindrico con radio de longitud 10-/2
centimetros. Se requiere que los trozos tengan area maxima, s qué dimensiones deben tener?

FIN DE SECCION




EVALUACION DIAGNOSTICA

4 ° 3 Sugerimos al lector responderla al inicio de la

unidad o tema para medir su nivel de
conocimientos

1. La representacion como intervalo del conjunto de los numeros reales es:

2. Elintervalo (a , b ), no contiene a sus:

3. El dominio de una funcién f esta compuesto por el conjunto de los nimeros tales que f :

4. Los numeros 3 y 5 dividen a la recta de los numeros reales en los intervalos:

5. Una funcion es creciente, si x; menor que x, implica:

6. El teorema de los ceros de Bolzano afirma: si una funcién es continua en un intervalo cerrado y
las imagenes de los extremos tienen distinto signo, entonces existe algun punto del interior del
intervalo en donde:

7. Sila pendiente de la linea recta tangente a una curva (en un punto especifico) es cero, entonces
es paralela al eje de las:

8. En el plano cartesiano, la funcién derivada asociada a una funcién f describe el comportamiento
de:

9. Una linea recta vertical no tiene:

10. Las lineas rectas tangentes a la curva asociada a la funcion f ( x )=C tienen pendiente:
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ESCALA

o ESCALA DE ACREDITACION DE LA EVALUACION
DIAGNOSTICA
(SUFICIENTE Y NO SUFICIENTE)

SUFICIENTE: 7 O MAS ACIERTOS
NO SUFICIENTE: 6 O MENOS ACIERTOS

RESPUESTAS ¢
Vi

RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS
DEL EXAMEN DIAGNOSTICO

1. (—oo , + oo )

2. NUmeros extremos.

3. Existe.

4. (-0,3)(3,5)y(5,+xo).
5. f(x, )esmenorque f(x,).

6. La imagen se anula.

7. Abscisas.

8. La pendiente de la linea recta tangente a una curva.
9. Pendiente.

10. Cero.
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SINO APROBASTE EL EXAMEN DIAGNOSTICO, ENTONCES LA
REVISION DE LOS SIGUIENTES DOCUMENTOS
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1. Purcell, E. (2007). Preliminares. Calculo diferencial e integral. Novena edicion (pp. 35-54). México:
Pearson Educacion Prentice Hall.

2. Stewart, J. E. (2012). Funciones. Precalculo Matematicas para el calculo, Sexta edicion. (pp. 148-
199). México: Cengage Learning.

FIN DE SECCION



EVALUACION 4 EVALUACION DE
— ° LA UNIDAD 2

— ‘/ COMPORTAMIENTO GRAFICO Y
OPTIMIZACION DE FUNCIONES

CONCEPTOS
1.Sea f una funcion derivable sobre el intervalo abierto | =(a, b ), entonces:

f es creciente sobre el intervalo | siy sélo si:

2. Sea f una funcion derivable alrededor de x, .

Si f' (x,) no existe, entonces:

’
3.Si f (x, ) existe, entonces el nimero f (X, ) se conoce como:

4. Los valores extremos de una funcion se clasifican en valores maximos y valores minimos, y:
5. Las abscisas correspondientes a los puntos criticos reciben el nombre de:

6. Sea x, un nimero critico de una funcién continua sobre el intervalo abierto (a,b ), si el signo

de f cambia de negativo a positivo alrededor de x,, entonces f (X, ) es un:

7. Sea f una funcion derivable sobre el intervalo (a,b ), entonces su curva asociada es concava

!
hacia arriba si la funcion f

8.Si f es dos veces derivable sobre (a,b ),y f(2) <0 paratoda xe(a,b ), entonces la
curva asociadaa f es:
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9. Si f una funcien tal que f (x,)=0, f(?) existe alrededor de x, y f(2)(x,)>0,
entonces f (X, ) esun:

: iy - . d?
10. Si la funcion (;T disminuye cuando el tiempo aumenta, entonces pres es:

VALOR: Un punto por inciso (maximo 10 puntos)

DESARROLLOS OPERATIVOS (1)

. , " . 2
1. Determina los nameros criticos de la funcion f ( x )= ( x? -1 ) .
2
3

2. Calcula los nimeros criticos de la funcion f ( x )= 2x +3x3.

, . . 1
3. Determina los intervalos sobre los que la funcién f ( x )= gx5 —3x° crece:

4. Obtén los intervalos sobre los que la funcion  ( x )=x® —3x +1 decrece:
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5. Determina los intervalos sobre los que la funcion f ( x )=—x® +6x* + x —1 es concava hacia
arriba:

x(x-3)

6. Obtén los intervalos sobre los que la funcion f ( x )= (x+3)
X +

es concava hacia abajo:

7. Determina los valores maximos relativos de la funcion f ( x )=x* —3x* —9x +1.

8. Determina los valores minimos relativos de la funcion f (x )=x* —8x°.

VALOR: Dos puntos por inciso (maximo 20 puntos)

9. Con una lamina cuadrada en que cada lado mide 60 centimetros se construira una caja con
forma de prisma recto (sin base superior) recortando cuadrados en las esquinas (de lado "x" )y

doblando las cejas resultantes hacia arriba. Determina la capacidad maxima de la caja y el valor
correspondiente de " x".
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10. Determina pares de numeros “x” e “y” de forma que el numero “y” sea el doble del cuadrado
del numero “x”, y la resta de sus cuadrados sea maxima.

VALOR: Tres puntos por inciso (maximo 20 puntos)
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COMPORTAMIENTO GBAFICO,Y
PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

v/
X
X
v

CONCEPTOS

1. f >0,paratodo x en 1 =(a, b).

2. X, se denomina numero critico de f .
3. valor extremo relativo.

4. Puntos de inflexion.

5. Numeros criticos.

6. Valor minimo relativo

7. Es creciente en el intervalo (a, b ).
8. Concava hacia abajo.

9. Valor minimo relativo.

10. Negativa.
VALOR: Un punto por inciso (maximo 10 puntos)
DESARROLLOS OPERATIVOS
1. x=-1, x=0, x=1, x=—\F, x=\F.
3 3

2. x=-1y x=0
3. Xe(—oo,—3)u(3,+oo).
4. xe(-1,1).
5. xe ( —0, 2 )
6. xe(3, +o).
7. 1 (-1)=6.
8. f(4)=-432.

VALOR: Dos puntos por inciso (maximo 20 puntos)
9. V =16000 centimetros cubicos y x =10 centimetros.

=£, yzi.También x:—ﬁ, yzl.
4 4 4 4

VALOR: Tres puntos por inciso (maximo 20 puntos)

10. X

FIN DE SECCION
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SECCION 4.1

IBEQQUEN H [ [HIHIHIEHIRIE I HE e E e

SECCION 4.1
B ~Z

LA DERIVADA EN LA ,
MONONOTONIA DE UNA FUNCION

INICIO
1.i. FUNCION CRECIENTE SOBRE UN INTERVALO ABIERTO |
A medida que aumenta el valor de x aumenta el valorde vy .

Una funcion es creciente en un intervalo, si se cumple que: si x, < X, implica f (x, )< f(x, ).

ii. FUNCION DECRECIENTE SOBRE UN INTERVALO ABIERTO |
A medida que aumenta el valor de x disminuye el valor de y .
Una funcion es creciente en un intervalo, si se cumple que: si X, < x, implica f(x; )> f(x, ).
2.i. yi
y y
f(x,) 1 ) 4

:

I
I
i I I
& I I
£ I I
| f(x)] I3 : I
| | TRARY
I I I
I L I
X, 0 X, = X Xy 0 X
aumenta aumenta
DESARROLLO
1. (DIRECTA) Caréacter monétono de las funciones derivables.
i. POSITIVO ii. NEGATIVO
y y
A A
f(x)

N
)

f(x)

N

0
iii. Si una funcion es solo creciente o es solo decreciente en un intervalo de su dominio, diremos que
es monotona en dicho intervalo.

Las caracteristicas que hemos observado se pueden utilizar como criterios sobre el crecimiento o
decrecimiento de una funcién de la siguiente forma:

Sea f( x ) definida sobre el intervalo ( a , b ), entonces, para todo x del intervalo:

I
I
|
X

a 1 X, b agp

Si f (x)>0 entonces f( x ) es creciente.

Si f'(x)<0 entonces f( x ) es decreciente.



324 UNIDAD 4 COMPORTAMIENTO GRAFICO Y OPTIMIZACION DE FUNCIONES

2. (RECIPROCA) El criterio de monotonia de una funcién derivable y creciente.
a. Sean: f una funcién derivable en el intervalo (@, b ), X, <Xx<Xx, nimerosde (a, b ).

(- 10x)_,

i. Positivo, es decir, f,( X )= lim

X—>X1 X - Xl
ii. Positivo, es decir, f(x)-fx )>O.
X — X

ii. Positivo, es decir, f( x )— f( x, )>0.
iv. f(x)=f(x, )>0.

v. Creciente.
b. Negativo, es decir, f (x )= Iim fx)-1(x )<O.
X=X X - X1

ii. negativo, es decir, f Xx)_;( X )<0. iii. negativo, es decir, f( x )—f(x, )<O0.

M
iv. f(x)-f(x, )<O0.
v. decreciente.
CIERRE
i. f(x)es creciente en el intervalo (@, b ). ii. f(x) es decreciente en el intervalo

(a,b).

SECCION 4.1 BLOQUE 1
EJERCICIOS 1

Fin de actividad <=

a.
Intervalo Signo de f'( Xy ) Caracter de f
l,(—c0, 1) negativo creciente
1,(-1, +o) positivo decreciente
b.
Intervalo Signo de f’( X, ) Caracter de f
5}
ll( . J positivo decreciente
5
I 2( 5 + 0 j negativo creciente
c.
Intervalo Signo de f'( X, ) Caracter de f
l,(—o0, —2) positivo creciente
L,(-2, 2) negativo decreciente
1,(2, +o0) positivo creciente
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d.
Intervalo Signo de f'( X, ) Caracter de f
l,(—o0, 1) positivo creciente
1,(1, 3) negativo decreciente
1,(3, +o) positivo creciente
e.
Intervalo Signo de f'( Xy ) Caracter de f
I,(—c, 0) positivo creciente
1,(0, 2) negativo decreciente
1,(2, +o0) positivo creciente
f.

Intervalo Signo de f'( Xy ) Caracter de f
l,(—c0, +o0) positivo creciente
g.

Intervalo Signo de f'(xp ) Caracter de f

(-, -1) positivo creciente
1,(-1,1) negativo decreciente
15(1, +) positivo creciente
h.
Intervalo Signo de f'( Xp ) Caracter de f
I,(—c, 0) positivo creciente
1,(0, 3) negativo decreciente
1,(3, +o) positivo creciente
a1
i f(x)=x3—4x3 +1.
Intervalo Signo de f'(xp ) Caracter de f
I,(—o0, 0) positivo decreciente
1,(0, 1) negativo decreciente
15(1, +o0) positivo creciente
j-

Intervalo Signo de f’( X, ) Caracter de f
l,(—o0, —1) positivo decreciente
,(-1, 1) negativo creciente
1,(1, +o0) positivo decreciente
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NBEQAUEI2H | N H{H[HHIBIHE{EEH I H R

SECCION 4.1
B ~Z

EXISTENCIA DE PUNTOS

7 CRITICOS

INCIO
a. VALOR MAXIMO RELATIVO

Sea f una funcion definida sobre el intervalo abierto ( a , b ) que contiene al nimero x,.

i. Si f (x,)<f (x)para todo nimero x en el intervalo (@, b ), entonces el punto
(X » (X, ))se denomina minimo relativo (o local) de la funcion f y f (x, ) es el valor

minimo relativo de f sobre el intervalo ((a , b ).

VALOR MiNIMO RELATIVO
i. Si f (x,)>f (x) para todo nimero x en el intervalo ( a, b ), entonces el punto

(%o » (X, ))se denomina maximo relativo (o local) de la funcion f y f (x, ) es el valor

maximo relativo de la funcién f sobre el intervalo ( a , b ).
DESARROLLO
a.Enambos casos f( x, )> f( X, +Ax ).

b.Si f( %, )>f(x,+Ax ), entonces f( x,+Ax)—f(x,)<0.
. f(xg+Ax)-f(xg) f(xo+Ax)=T(x,)

>0. d. <0.
AX AX
e.Osf(X°+AX)_f(X°)s0.
AX
f(xg+Ax)-f(x) f(xg+ax)-f(x)

f. lim 0< lim < lim 0.h. 0< lim
AX—0 Ax—0 AX AX—0 AX—0 AX

<0.

i.Si0<f (x, )<0,entonces f ( x, )=0.
CIERRE
a. f(x,)=0.

SECCION 4.1 BLOQUE 2
EJERCICIOS 1

a. i. Todos los nimeros reales. ii. x = 2. iii. f (2)=1.
b.. i. Todos los nimeros reales. ii. X; = F Yy Xy = \F
3 3
iii. f F =4—@ y fl. 2 :4+ﬂ.
/3 9 3 9

Fin de actividad <=
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c. i. Todos los nimeros reales. ii. x, = -1y x, =1.iii. f(=1)=4y f(1)=
d. i. Todos los numeros reales. ii. X, =—2, X, =0y X3 = 2.
jii. f(-2)=-13, f(0)=3y f(2)=-13.

e. i. Los nimeros reales menos excepto —2 y 2. ii. x, =0.iii. f (0 ):_Z'

. . , . 4
f. i. Los numeros reales mayores o iguales que —1.ii. X, =—1, X, =——y X3 =0.
5

iii.f(—l)zO,f(—gj 5[ y £(0)=0

g. i. Todos los nimeros reales. ii. x, = 0.iii. f (0)=1.

h. i. Todos los numeros reales. ii. X, = — . iii. f (2 =

i. i. Los numeros reales menores 0 |gual que —7 y mayores 0 |guales ar’.
il X, =7y X, =— 7.|||.f( xﬁ) f( )

SECCION 4.1 BLOQUE 2
EJERCICIOS 2

a. i. Todos los nimeros reales. ii. f [ ij 23 f(2)=0.
iii. Los intervalos de monotonia y clasifica los valores extremos.
Intervalo Signo de f'(x) Caracter de f
2
h( — 0, 3 j positivo creciente
2 _ ,
|2( 3’ 2 ) negativo decreciente
1,(2, +o0) positivo creciente
2 32 .
Méaximo —,— |, minimo 2,0).
= ] p(2,0)
b. i. Todos los nimeros reales. ii. Los nimeros criticos y los valores extremos f (-3)=21y
f(3)=-15.
iii. Los intervalos de monotonia y clasifica los valores extremos.
Intervalo Signode f (x) Caracter de f
(-, -3) positivo creciente
1,(-3, 3) negativo decreciente
1,(3, +0) positivo creciente

Maximo p(—3,21), minimo p(3,-15).
c. i. Todos los nimeros reales.
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ii. Los numeros criticos y los valores extremos f (1)=6y f (2)=5.
iii. Los intervalos de monotonia y clasifica los valores extremos.

Intervalo Signode f'(x) Caracter de f
(-, 1) positivo creciente
1,(1, 2) negativo decreciente
1,(2, +0) positivo creciente
Maximo p (1,6 ), minimo p(2,5).
d. i. Todos los numeros reales. ii. f (-1)= g

iii. Los intervalos de monotonia y clasifica los valores extremos.

Intervalo Signo de f'(x) Caracter de f
(=0, —1) positivo creciente
(-1, +0) positivo creciente

Para p ( -1, 2 ] no decide el criterio.

e. i. Todos los nimeros reales.
ii. Los numeros criticos y los valores extremos f (—2)=-12, f(0)=4y f (2)=12.

iii. Los intervalos de monotonia y clasifica los valores extremos.

Intervalo Signode f (x) Carécter de f
(=, —=2) negativo decreciente
I,(-2, 0) positivo creciente

1,(0, 2) negativo decreciente
1,(2, +0) positivo creciente

f. i. Todos los nimeros reales.

ii. Los nimeros criticos y los valores extremos f (—1)=0 vy f ( , ] __

iii. Los intervalos de monotonia y clasifica los valores extremos.

g. i. Todos los n

Umeros reales.

Intervalo Signode f'( x) Caracter de f
I(—c, 1) negativo decreciente
1 , .
lz[ 1, 2 j negativo decreciente
1 s ,
I{ 5 + 0 j positivo creciente
No decide el criterio p ( —1, 0 ), minimo p ( ; - i;

Minimo p(-2,12 ). Maximo p (0,4 ), minimo p(2,-12).

TS

)
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. f(0)

1)=0

iii. Los intervalos de monotonia y clasifica los valores extremos.

Intervalo Signo de f'(x) Caracter de f
l,(—c0, —1) negativo decreciente
I,(-1, 0) negativo decreciente

1,(0, 1) positivo creciente
1,(1, +o0) positivo creciente

-1y f(1)=0

Para p(—1,0)y p(1,0 )no decide el criterio. Minimo p (0, —1).
h. i. Todos los nimeros reales excepto —2 y 0.
ii. Los nimeros criticos y los valores extremos f (—1)=—4.
iii. Los intervalos de monotonia y clasifica los valores extremos.

Intervalo Signo de f'(x) Caracter de f
1( ) positivo creciente
(- 2 , —1) positivo creciente
3( 1, 0) negativo decreciente
1,(0, +o0) negativo decreciente

i. i. Todos los numeros reales.

ii. Los numeros criticos y los valores extremos f (-

Maximo p(-1,-4).

3)=0, f(

iii. Los intervalos de monotonia y clasifica los valores extremos.

Intervalo Signo de f ,( X ) Caracter de f
l,(—o0, —=3) positivo creciente
L,(-3, -1) negativo decreciente

I,(-1, 0) positivo creciente
1,(0, +o0) positivo creciente

_1)

2/ay f(0)=0.

Méximo p (3,0 ), minimo p (-1, -3/4 ), no decide p(0,0).
j- i. Los numeros reales no negativos.
ii. Los nimeros criticos y los valores extremos f (0)=1.
iii. Los intervalos de monotonia y clasifica los valores extremos.

Intervalo Signode f'( x) Caracter de f
1,[0,1) negativo decreciente
1,(1, +o0) positivo creciente

Maximo p(1,1).
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HBEOQUEISH DI H I H [ HHH B HE [ E I H R

SECCION 4.1 BLOQUE 3 Nombre
EJERCICIOS
1 Fecha

a. i. Todos los nimeros reales.
i, £(x)=3x2-12x+9 y f(2)(x)=6x-12.
iii.

Intervalo Signode f(2)(x) Concavidad de f
(-, 2) negativo Hacia abajo
1,(2, +) positivo Hacia arriba

iv. Punto de inflexion p(2,-3).
b. i. Todos los nimeros reales.
i f(x)=3x"—12x+9y f(2)(x)=6x-12.

Intervalo Signode f(?)(x) Concavidad de f
l,(—o0, 1) positivo Hacia arriba
1,(1, +o) negativo Hacia abajo

iv. Punto de inflexion p (1,0 ).
c. i. Todos los nimeros reales.

i f'(x)=x>-3x2y f(2)(x)=3x?—6x.

Intervalo Signode f(2)(x) Concavidad de f
l,( -, 0) positivo Hacia arriba

1,(0, 2) negativo Hacia abajo
I,(2, +0) positivo Hacia arriba

iv. Puntos de inflexion p, (0,-2)y p, (2,-6).

d. i. Todos los numeros reales excepto el cero.

ii. £ (x ):ZX—% y £(2)(x ):2+%.
X X
iii.
Intervalo Signode f(2)(x) Concavidad de f
l,(—o0, =2) positivo Hacia arriba
I,(-2, 0) negativo Hacia abajo
1,(0, +o0) positivo Hacia arriba

iv. Punto de inflexion p (—2,0).
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e.
i. Todos los numeros reales menos el tres y el menos tres.
it (x)=- 18x : yf(z)(x):—54(xz+i).
( x* -9 ) (x2 -9 )
ii.
Intervalo Signode f(2)(x) Concavidad de f

l,(—o0, -3) positivo Hacia arriba

1,(-3, 3) negativo Hacia abajo

1,(3, +o) positivo Hacia arriba

iv. Sin puntos de inflexién.

f.

i. Todos los nimeros reales. ii. f (X )=x(x2 ~12 ) y £(2)(x)=3x%-12.

Intervalo Signode f(2)(x) Concavidad de f
l,(—o0, —2) positivo Hacia arriba
L,(-2,2) negativo Hacia abajo
1,(2, +o0) positivo Hacia arriba

iv. Puntos de inflexion p, (-2,16 )y p, (2,16 ).

g.
i. Todos los nimeros

reales. ii. f (x) L

2(x—2)2 y £(2)(x)=x-2.

Intervalo Signode f(?)(x ) Concavidad de f
|1( -0, 2 ) negativo Hacia abajo
1,(2, +o) positivo Hacia arriba

iv. Punto de inflexion p (2,0 ).

h

i. Todos los numeros reales excepto el dos y el menos dos.

i f’(x): 4x yf(z)(x):4(3xz+4).
(e f (=
iii.
Intervalo Signode f(2)(x) Concavidad de f
|1( -0, =2 ) negativo Hacia abajo
1,(-2, 2) positivo Hacia arriba
1,(2, +o0) negativo Hacia abajo

iv. Sin puntos de inflexién.
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SECCION 4.1 BLOQUE 4
EJERCICIOS 1

a. i. Todos los nimeros reales. ii. T (x )=—x2+4y f(2)(x )=—2x.iii. x, =2, x, = 2.
2

B
o)

b. i. Todos los nimeros reales. ii. f ( x )=—3x2 +2x+2 y £(2)(x ):—6x+2. i, x, =1,

X :E.iv.Minimo —1,—E , Maximo E 81 )
272 4

iv. Minimo ( -2, —1:? } Méximo( ,

216
. i. Todos los numeros reales. ii. f (x )=4x®—6x2y f(2)(x )=12x? —12x . iii. %, =0,
3
X2 = E
iv. No decide el criterio (0, 0 ), Minimo ( g , —ig j

d. i. Todos los numeros reales. ii. T (x )=—x®+16x y f(2)(x )=-3x? +16. iii. x, =4,
X, =0, X3 = 4.iv.Maximo ( —4 , 64 ), Minimo ( 0, 0 ), Maximo ( 4 , 64 ).
e. i. Todos los numeros reales. ii.  (x )=12x> —36x? —48x y f(?)(x )=36x% —72x—48.
iii. X, =—1, X, =0, X; =4. iv. Minimo ( -1, —4 ), Maximo ( 0, 5 ), Minimo ( 4 , —379 ).
f. i. Todos los numeros reales. ii. T (x )=—4x® +12x2 y f(?)(x)=-12x% +12x.
jii. , =0, X, =3.iv.En (0, —15 ) no decide el criterio, Maximo ( 3, 12 ).
g. i. Todos los nameros reales. ii. f (x)=2x>—8x y f(?)(x)=6x2-8. iil. x, =2,
X, =0, X, =2.iv. Minimo ( —2, —6 ), Maximo ( 0, 2 ), Minimo ( 2, -6 ).

! 2_
h. i. Todos los nimeros reales. ii. £ (x)=— Xy f(z)(x)—S(Xlz)

9x* -4 (e -a)

3
iii. X, =—2, X, =0, X, =2.iv.Minimo ( =2, 0 ), Maximo ( 0 ,2%76 ],Minimo (2,0).
! 2_
i. i. Todos los numeros reales. ii. f (x )= 8 -y f (2)(x):8(3X13. iii. X, =0. iv.
(x2 +1) (x2 +1)
Maximo (0,4 ).
.. . o ! x® —3x? (2) 6X
j. i. Todos los numeros reales exceptoel 1.ii. f (x)="—"——y f ?)(x)=

(x-1) (x-1)*

iii. X, =0, X, =3. iv. No decide el criterio en ( 0,0 ), Minimo en [ 3 ,% j
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SECCION 4.1 BLOQUE 5
EJERCICIOS 1

6 x o] 2 4 g x ol 2 4 g X

SECCION 4.1 BLOQUE 5
EJERCICIOS 2

a. Decreciente (—1, 1). YA
- 4

Creciente (—o0, —1)uU(1, +o0).

Céncava hacia abajo (—co, 0 ).

Céncava hacia arriba (0, +oo ).

Minimo m (1, 0).

Maximo M (—1, 4 ). Inflexion 1 (0, 2 ).

b. Decreciente ( —o0, 2 )U(4, +o ). y
Creciente (2, 4 ).
Céncava hacia abajo (3, +co ).

Céncava hacia arriba ( —co, 3 ). Minimo m ( 2, - 14 j

Py
MéximoM(4,—1§J. -2 0 °

Inflexion 1 (3, —4).
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c. Decreciente (—c0, 0)u( 0, 1). y
Creciente (1, +oo ). 2 f

Céncava hacia abajo (-0, 0 )u( 0, gj

Concava hacia arriba ( —o, 0). >
Minimo m (1, -3 ). )
Inflexion 1 (0, —2 ).

1 y
d. Decreciente ( — 0, 5 J

Creciente (; 2ju(2,+oo). Concava hacia abajo

(1, 2).

Concava hacia arriba (—co, 1)U(2, +o0 ). Minimo >

1 27 0 2 X
m| =, -2 |
2" 16

Inflexion 1 (2, 0).

e. Creciente ( —co, 0 ). Decreciente (0, + oo ). Céncava hacia abajo (—1, 1 ). Concava hacia
arriba (—c0, —1)u(1, +o0 ). Maximo M (0, 4 ). Inflexiones: 1, (-1, 3)el,(1, 3).

YA
2
» x
-6 -4 ) 0 2 4 6

f. Creciente (-1,1) . Decreciente (—oo, —1)U(1, +o0) . Céncava hacia abajo
(=0, —-3)u(0, /) . Céncava hacia ariba (-3, 0)u(/3, +o ) . Minimo
m(-1, 0).

Maximo M (1, 2).

Inflexiones: |1(—\E, Z_ﬁ) 1,(0,1)e |3[ﬁ, 2+2*E].

2
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-4 2 0 2 4 X
y
g. Creciente (1, +oo ).
Decreciente (-0, 0)u( 0, 1).
Concava hacia abajo (—3 2,0 ) 4
Céncava hacia arriba (—oo, -32 )u(O, +a0 ). ,
Minimo m (1, 3).
Inflexiones: | (—3 2,0 )
-2 \ 0 7% x
y
A

h. Decreciente 4

(-0, =3)u(-3, 3)u(3, +x).

Concava hacia abajo (-, —3)u(0, 3).
Céncava hacia arriba (-3, 0)U( 3, +o ). 2 0 7 X
Inflexiones: 1 (0, 0).

SECCION 4.2

SECCION 4.2 BLOQUE 1
EJERCICIOS 1

1. Los nimeros solicitados son x =500 y y =500.

2. x=60y y=10. 3. Base de longitud :I% y lados oblicuos de longitud :I%

4. 20 centimetros.



336 UNIDAD 4 COMPORTAMIENTO GRAFICO Y OPTIMIZACION DE FUNCIONES

5. 50 y 100 metros, area méxima 5000 metros cuadrados. .

6.
L2
a. .
40
L L
b. x=— = — metros.
10 vy 16
1.
a. largo =6, ancho=3.
b. largo =2, ancho=3.
8. largo =15 metros, ancho =20 metros.
9. base =1 metro, altura =; metro.

10. Base cuadrada de longitud de lado \/g . Altura de longitud \/g :

11. base = 2.8 metros, altura=1.8 metros.
12. base =

metros, altura = metros.

4+ 4+
13. altura = x =4 centimetros y base de lado 24 —2x =8 centimetros.
14. base de lado x =80 altura y =40 centimetros.

15. base de lado x =10 altura y =10 centimetros.

2
16. base de lado x = 10 altura y = 10 y volumen y = 10( 10 j centimetros cubicos.

6 NG /6 /6
1 20
17. x = , h= centimetros.
310 327
18. r = 10 h 1

"3z’ B0
_ 2 _n3
19'“W’ h=23r.

20. x =20, y =20 centimetros.
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